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Andre Hirschowitz [] et Carlos Simpson [] 

Abstract 

We develop the theory of n-stacks (or more generally Segal n-stacks which are oo-stacks 
such that the morphisms are invertible above degree n). This is done by systematically 
using the theory of closed model categories (cmc). Our main results are: a definition 
of n-stacks in terms of limits, which should be perfectly general for stacks of any type 
of objects; several other characterizations of n-stacks in terms of "effectivity of descent 
data" ; construction of the stack associated to an n-prestack; a strictification result saying 
that any "weak" n-stack is equivalent to a (strict) n-stack; and a descent result saying that 
the (n + l)-prestack of n-stacks (on a site) is an (n + l)-stack. As for other examples, we 
start from a "left Quillen presheaf " of cmc's and introduce the associated Segal 1-prestack. 
For this situation, we prove a general descent result, giving sufficient conditions for this 
prestack to be a stack. This applies to the case of complexes, saying how complexes 
of sheaves of C-modules can be glued together via quasi-isomorphisms. This was the 
problem that originally motivated us. 

Resume 

On developpe une theorie des n-champs (plus exactement celle des n-champs de Se- 
gal, qui sont des oo-champs oil les morphismes sont inversibles en degre > n). Pour 
cela on utilise systematiquement la theorie des categories de modeles fermees (cmf). Nos 
contributions principales sont: une definition de n-champ en termes de limites, qui est par- 
faitement generalisable a toutes sortes d'autres champs; plusieurs autres caracterisations 
des n-champs en termes d' "effectivite" des donnees de descente; la construction du champ 
associe a un n-prechamp; un resultat de strictification assurant que tout n-champ "faible" 
est equivalent a un n-champ (strict); et un resultat de descente affirmant que le (n + 1)- 
prechamp des n-champs (sur un site) est un (n + l)-champ. Pour d'autres exemples, nous 
partons d'un prefaisceau de cmf "de Quillen a gauche" et introduisons le 1-prechamp de 
Segal associe. Dans ce cadre, nous prouvons un resultat de descente general donnant 
des conditions suffisantes pour que ce prechamp soit un champ. Ceci s'applique au cas 
des complexes, et dit comment on peut recoller des complexes de (9-modules a l'aide de 
quasi-isomorphismes. C'est ce probleme qui etait la motivation initiale du present travail. 
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1. Introduction 



La descente: des modules aux complexes 

Pour donner une idee du contenu du present travail, on peut l'aborder, en premiere ap- 
proximation, comme une contribution a la theorie des complexes de faisceaux de modules. 
Pour le mettre en perspective, nous commengons par resumer la theorie des faisceaux de 
modules localement libres (de rang fixe r) : 

II existe un champ BG, muni d'un module universel U et d'un fibre universel dont U 
est le module des sections. Ce champ "classifie" les modules localement libres de rang r 
sur les schemas en ce sens que le champ de modules Fibx, r de tels modules sur un schema 
X s'identifie au champ des morphismes de X vers BG. Le champ BG est algebrique 
et si X est projectif, il en est de meme pour Fibx, r - Le champ BG est un ouvert dans 
(au moins) deux champs plus generaux Coh et Qcoh qui classifient respectivement les 
faisceaux coherents et quasi-coherents (on n'entre pas ici dans les details concernant en 
particulier la topologie choisie). Le fait que Qcoh soit un champ signifie plus concretement 
que les donnees de descente pour un module quasi-coherent (ou pour un morphisme en- 
tre deux modules quasi-coherents) sont effectives. On peut observer que Coh n'est pas 
algebrique, ce qui est un peu contrariant. 

On se propose de generaliser cette theorie au cas des complexes. Le point crucial est 
qu'on veut parler de recollement de complexes a l'aide non pas d'isomorphismes mais de 
quasi-isomorphismes (compatibles en un sens adequat), de sorte que ce travail releve dans 
une large mesure de la theorie de l'homotopie. 

Les champs dont on vient de parler sont des champs de categories et lorsqu'on se 
preoccupe d'etendre ce qui precede au cas des complexes, il faut tot ou tard organiser ces 
complexes en categories munies de structures adequates. 

La solution qui vient d'abord a l'esprit consiste a considerer des categories derivees. 
On peut en effet former par exemple le prechamp Dq co h qui a un schema affine SpecA 
associe la categorie derivee Dq coh (A) de celle des ^4-modules quasi-coherents. Demander 
si ce prechamp est un champ est la fagon savante de demander si on peut recoller des 
complexes a l'aide de quasi-isomorphismes "compatibles" (i.e. verifiant une condition 
de cocycle par ailleurs assez technique). Cette question a ete tres tot reconnue comme 
impertinente, les objets de ces categories derivees etant "de nature essentiellement non- 
recollables" (@ Expose 0, p.ll). 

3 Pour le lecteur qui ne serait pas convaincu que cette voie des categories derivees est sans issue, sig- 
nalons que le sous-prechamp (plein) Parf^ ' 1 ^ de DQ co h des complexes parfaits a support cohomologique 
dans [0, 1] est bien un champ, mais qu'il n'est pas localement algebrique (au sens d'Artin): en fait, comme 
on le verra plus loin, le "bon" objet est un 2-champ localement algebrique (au sens de [^3|). 
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Les homotopies superieures 

Pour formuler les problemes de recollement des complexes dermis a quasi-isomorphisme 
pres, il faut considerer des homotopies superieures, ce qui complique singulierement le 
tableau. En topologie ordinaire, le prototype d'un tel probleme consiste par exemple a 
recoller sur U\ U U 2 U t/ 3 U U4 des donnees du genre suivant: pour 1 < i < 4, Cj est 
un complexe sur Uf, pour 1 < i < j < 4, est une equivalence d'homotopie entre les 
restrictions (7y et Cjj de Ci et Cj a C/y := UiHUj; pour l<2<j<fc<4, ft,^ est une 
equivalence d'homotopie entre les restrictions de fjkofij et fik a Uijk : = UiHUj HUk, et les 
/ijjfc doivent encore verifier une condition de compatibilite sur Ui fl H C/3 fl f/ 4 , condition 
dont la formulation meme n'est pas immediate. On congoit facilement comment, pour 
des recouvrements plus complexes (en topologie etale par exemple), la combinatoire de ce 
genre de donnees de descente peut devenir inextricable. La definition que nous donnons 
des donnees de descente depasse (ou evite) les considerations combinatoires. 

Dans la situation precedente les sont des fleches entre complexes, les doivent 
etre considerees comme des 2-fleches, et les donnees sur U\ H U2 H U 3 fl U4 seront des 
3-fleches. Concretement, hij k par exemple est un morphisme d'objet gradue de degre 
— 1 entre Ci et Ck sur U^k, etablissant une homotopie entre fjkofij et fik- De meme, 
l'information cruciale dans une 3-fleche est un morphisme d'objet gradue de degre —2 
etablissant une homotopie entre morphismes de degre —1, etc. On a done bien besoin 
d'une notion d' 'oo- categorie comme preconisee par Grothendieck [|IJ, avec des n-fleches 
pour tout n et les lois de composition adequates. 

Categories simpliciales ou de Segal 

En fait, une forme rudimentaire d'oo-categorie adaptee a nos complexes est con- 
nue depuis trente ans, e'est la notion de categorie simpliciale. Introduite en theorie 
d'homotopie par Kan et Quillen (voir |83|]), cette notion a ete reprise par Dwyer et Kan 
UK HH p3| : en particulier, a toute categorie M munie d'une sous-categorie W, ces 



auteurs associent une categorie simpliciale "localisee" L(M, W). Celle-ci capture bien 
l'information homotopique concernant le couple (M, W) dans la mesure ou si M est une 
categorie de modeles fermee (cmf) simpliciale au sens de Quillen, et W sa sous-categorie 
des equivalences, alors L(M, W) est equivalente a la categorie simpliciale des objets cofi- 
brants et fibrants de M. Ceci montre par exemple que la structure simpliciale sur une 
cmf est unique a equivalence pres, et meme ne depend (toujours a equivalence pres) que 
de la sous-categorie des equivalences. 

Plus particulierement, dans la situation des complexes si Ch designe la categorie des 
complexes et qis la sous-categorie des equivalences faibles, alors la categorie simpliciale 
L(Ch,qis) represente adequatement la theorie homotopiquement des complexes. 

4 Ceci veut dire que si A' et B sont des complexes alors rensemble simplicial de morphismes dans 
L entre A' et B' est equivalente a l'ensemble obtenu par application de la construction de Dold-Puppe 
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Pour des raisons techniques, nous utilisons systematiquement la notion un peu plus 
generale de categorie de Segal: une categorie de Segal est une categorie simpliciale "large" , 
en ce sens qu'on n'impose pas que la composition soit strictement associative. Toute 
categorie simpliciale est une categorie de Segal et, inversement, on montre que toute 
categorie de Segal est equivalente a une categorie simpliciale (§7). 

Les problemes poses 

Ainsi les complexes de faisceaux de modules s'organisent (par exemple sur le site etale) 
en prefaisceaux de categories de Segal. Entre autres, on peut definir V + par V + (SpecA) = 
L(Ch + (A), qis), ou Ch + (A) est la categorie des complexes de A-modules bornes a gauche 
et qis sa sous-categorie des quasi-isomorphismes. On peut maintenant exprimer de la 
fagon suivante les problemes auxquels le present travail est consacre: 

• identifier les problemes de descente pertinents concernant de tels prefaisceaux; 

• formuler ces problemes dans le cadre d'une theorie des champs (generalises; dans 
cette introduction on dira oo-champs) adaptee aux categories de Segal; dans cette 
theorie, il faudra bien entendu que les champs soient les prechamps dans lesquels 
les donnees de descente se recollent; 

• identifier une classe de tels prefaisceaux, contenant nos prefaisceaux de complexes, 
et dans lesquels ces problemes de descente admettent une solution. 

Au nombre des problemes de descente qu'on veut traiter doivent figurer les problemes 
"concrets" de recollement concernant les complexes, dont nous donnons maintenant des 
exemples. Signalons toutefois que nous n'abordons pas directement ces problemes dans le 
present travail — notre but etant dans un premier temps de mettre en place le cadre dans 
lequel de telles questions doivent naturellement etre considerees — et nous ne les formulons 
done qu'en guise de motivation. 

• Soit k un corps, X un /c-schema regulier, et T un faisceau coherent sur X. On 
sait que T admet localement des resolutions projectives finies. Peut-on recoller ces 
resolutions en un objet global? 

au complexe tronque T-°Hom (A' , B ). On peut noter qu'une categorie simpliciale L donne lieu (suivant 
l'idee de Grothendieck fl49|) a une oo-categorie Ii^ o L par application de la construction "oo-groupoide 
de Poincare" Hoo a chacune des ensembles simpliciales HorriL(x,y). Dans cette oo-categorie pour les 
complexes, l'oo-categorie des morphismes entre deux complexes est equivalente a jHom' (A , B ), ou 7 
est la construction bien connue qui a un complexe de groupes abeliens F' associe l'oo-categorie stricte 
7(F ) dont les objets sont les x E F° avec d(x) — 0, les morphismes entre x,y sont les / £ F^ 1 avec 
d(f) — y — x, les 2-morphismes entre / et g sont les u £ F~ 2 avec d(u) = g — f ainsi de suite. 
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Dans JC| 0.4.4, pour un morphisme / : X — > Y de schemas, on construit localement 
dans X un complexe cotangent bien defini a quasi-isomorphisme pres. Peut-on 
recoller ces constructions locales? f\ 

Toujours dans |12| (e.g. 0.4.2), on pose le probleme (ulterieurement resolu par 



Deligne et Illusie, voir |62] 1.4.2) de la definition des puissances exterieures d'un 
complexe parfait, que nous reformulons a notre convenance: sachant qu'on peut 
definir, sur les complexes bornes de modules libres de type fini, un foncteur puis- 
sance symetrique A 1 qui transforme quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes, et 
sachant que les complexes parfaits sont ceux qui sont localement quasi-isomorphes a 
des complexes bornes de faisceaux libres de type fini, comment definir la puissance 
symetrique d'un complexe parfait? 



Dans les travaux de O'Brian, Toledo et Tong [[TTj], [[78|], ||104|| , ||105|| , [|106|| consacres a 
une autre question issue de SGA 6, celle des formules de Riemann-Roch, on trouve 
des calculs de Cech qui sont certainement un exemple de situation de descente pour 
les complexes. Un meilleur cadre general pour ces calculs pourrait contribuer a 
notre comprehension des formules de Riemann-Roch. 

II y a certainement d'autres applications potentielles que celles qui concernent les 
complexes, voir par exemple le travail de Hinich |57] qui traite un probleme de de- 
scente pour des 1-groupo'fdes en relation avec un probleme de descente correspondant 
pour des prefaisceaux d'algebres de Lie differentielles gradues. 



Les oo-champs 

Avant de presenter notre vision des donnees de descente, il nous faut expliquer notre 
theorie des oo-champs. On a compris plus haut qu'il nous faut — au minimum — une theorie 
des champs de categories simpliciales (ou de Segal), comme on a une theorie des champs 
d'ensembles (les faisceaux) et une theorie des champs de categories (les champs "clas- 
siques"). Et dans une theorie des champs de categories simpliciales, le champ des mor- 
phismes entre deux objets (i.e. sections sur un ouvert) devra etre un champ d'ensembles 
simpliciaux. On voudrait done bien d'une theorie des T-champs, oil T pourrait etre in- 
differemment la categorie des ensembles ou celle des categories, ou celle des categories 
simpliciales, ou encore celle des ensembles simpliciaux. Un T-prechamp sur un site X est 
alors un prefaisceau sur X a valeurs dans T (on prend des prefaisceaux stricts pour sim- 
plifier, et parce qu'on espere qu'au bout du compte ga revient au meme). Et l'idee (naive) 

5 Dans loc. cit. on considere qu' "il n'est pas possible de proceder par simple recollement" et on s'en 
tire autrement. 
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pour exprimer qu'un r-prechamp F est un T-champ consisterait a demander que pour 
tout X e X et tout crible B couvrant X, F(X) soit la limite (dans T) de la restriction 
de F a la categorie B. Si T est la categorie des ensembles on retrouve evidemment la 
notion de faisceau, mais si T est la categorie des categories, ga ne va plus. Pour rectifier 
le tir et retomber dans ce cas sur les champs usuels, il suffit de munir T de sa structure 
de 2-categorie et de demander que F(X) soit la 2-limite (dans T) de la restriction de F 
a B. Pour generaliser cette situation, on va done considerer que T est une oo-categorie 
f\ dans laquelle on sait specifier les limites homotopiques (il n'est pas necessaire qu'elles 



existent). On peut alors, suivant une suggestion formulee par le second auteur dans |£B 
6.4, dire qu'un T-champ est un r-prechamp F tel que pour tout X e X et tout crible B 
couvrant X, F(X) soit la limite (dans T) de la restriction de F a la categorie B. 

Les 0-champs de Segal 

Dans le cas ou Y est 1' oo-categorie (techniquement: la 1-categorie de Segal) des ensem- 
bles simpliciaux, nous confrontons avec succes [] ce point de vue avec la theorie existante 
des prefaisceaux simpliciaux, developpee par K. Brown [|19|], Illusie f62|| , Joyal dans une 



lettre a Grothendieck fl6~5l , Jardine f63|, et Thomason [|100|| . Dans ce cas on dispose de 



la notion de limite homotopique introduite par Bousfield et Kan ]l5| et nos T-champs 



que nous appelons 0-champs de Segal, constituent une classe de prefaisceaux simpliciaux 
deja consideree par Jardine (les prefaisceaux flasques par rapport a tout objet du site 
p3| ) et, dans le cadre tres voisin des prefaisceaux de spectres, par Thomason ||100|| . A 
tout prefaisceau simplicial (ou O-prechamp de Segal), on sait associer naturellement un 
0-champ de Segal ayant les memes faisceaux (et non prefaisceaux) d'homotopie. 

Les 72-champs de Segal 

II est done naturel d'etendre cette demarche au cas des categories simpliciales ou de 
Segal. Pour cela, il nous faut munir la classe Y des categories de Segal d'une structure 
d'oo-categorie (techniquement, e'est une 2-categorie de Segal) ou Ton puisse definir la 
notion de limite (homotopique). Pour prendre de la marge, on definit carrement les n- 
categories de Segal (§2): leur construction suit de pres celle des n-categories de Tamsamani 
98| . Les O-categories de Segal sont les ensembles simpliciaux, et les (n + l)-categories 



de Segal sont des objets simpliciaux dans la categorie des n-categories de Segal verifiant 



6 On ne prend pas la peine ici de donner une definition d'oo-categorie: on considere simplement que les 
n-categories de Tamsamani |Q ainsi que leurs variantes introduites ci-dessous, les n-categories de Segal, 
sont des oo-categories. 

7 Quelque peu tempere dans la presente version v3. . . 

8 On a meme la oo-categorie (categorie simpliciale ici) des foncteurs faibles de X° vers T grace au 
travail de Cordier et Porter [E4|. 
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les conditions (de Segal) qui expriment que la composition, a defaut d'etre bien definie 
et associative, est definie et associative a homotopie pres. L'avantage des n-categories 
de Segal sur les ensembles simpliciaux reside dans le fait qu'on peut y trouver des i- 
morphismes non-inversibles, du moins pour i < n. Grace a la notion de cmf interne 
(§11), on montre qu'a des considerations de nature ensembliste pres, les n-categories de 
Segal s'organisent en une (n+ l)-categorie de Segal nSeCAT (§11), oil Ton sait definir les 
limites homotopiques (§14). On peut done introduire les (r-)champs de n-categories de 
Segal, que nous appelons n-champs de Segal. Techniquement, on commence par donner 
une definition a la Jardine des n-champs de Segal (§9) et ce n'est qu'au §14 qu'on retrouve 
la belle definition mentionnee plus haut. Le probleme de la descente des complexes prend 
alors la forme suivante: le 1-prechamp de Segal des complexes est-il un 1-champ de Segal? 

Donnees de descente generalisees 

Cette formulation n'est pas totalement satisfaisante, dans la mesure ou Ton ne voit 
pas sumsamment bien comment elle recouvre les exemples concrets mentionnes plus haut. 
Heureusement, nous savons introduire une notion de donnee de descente (et aussi, bien 
sur, de donnee de descente effective) a valeurs dans un n-prechamp de Segal, qui joue 
le role qu'on attend d'elle. En fait, on explique ici ce qu'on appelle donnee de descente 
generalisee (dddg) et on commence par le cas plus familier des prefaisceaux simpliciaux: 
une dddg a valeurs dans le prefaisceau simplicial A sur le site X est un morphisme de 
prefaisceaux simpliciaux 5 : D — > A oil D est contractile en ce sens que le 0-champ de Segal 
associe a D est equivalent a l'objet final *x- (Un tel D est essentiellement la meme chose 
qu'un hyper-recouvrement au sens de Verdier Une telle donnee S est dite effective si 
elle est equivalente a une donnee 5' : D — ► A qui se factorise a travers *x- Ces definitions 
s'etendent sans changement au cas oil A est un n-prechamp de Segal, les prefaisceaux 
simpliciaux pouvant aussi etre vus comme des n-prechamps de Segal (§2). 

II convient d'observer que la question de l'effectivite des dddg dans un n-prechamp 
de Segal A ne concerne que V interieur A tnt de A: l'interieur d'une n-categorie de Segal 
S est l'ensemble simplicial obtenu a partir de 5* grosso modo en ne conservant que les 
morphismes (de tous ordres) qui sont inversibles a homotopie pres, et cette construction 
s'etend evidemment aux n-prechamps de Segal. 

La definition precedente rend bien compte des exemples "concrets" mentionnes plus 
haut. Ainsi, pour le premier exemple, on peut prendre le prefaisceau simplicial (con- 
tractile) D tel que D(U) soit l'ensemble f\ simplicial des resolutions projectives finies de 
la restriction de T a U: les 1-simplexes sont les quasi-isomorphismes entre resolutions 
(compatibles a l'augmentation). . . . 

9 Ici comme ailleurs dans ce travail, on ne prete pas trop d'attention aux questions liees a la difference 
entre ensemble et classe. 
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Caracterisation des n-champs de Segal par la descente 



Pour expliquer en quoi nos notions de champs sont a leur tour adaptees a ces notions de 
donnees de descente, il nous faut introduire quelques notations. Si A est une n-categorie 
de Segal, les (l-)morphismes de A s'organisent en une nouvelle (n — l)-categorie de Segal 
qu'on note Fl(A). Si x et y sont deux objets de A, on note Fl(A)(x, y) la sous- {n — 1)- 
categorie de Segal de Fl(A) des morphismes de source x et but y. Plus generalement, 
si x et y sont deux objets de on note Fl l (A)(x, y) la sous- {n — i)-categorie 

de Segal de Fl l (A) des morphismes de source x et but y. Q Ces notations s'etendent 
au cas oil A est un n-prechamp de Segal sur un site X: Fl l (A) est alors un nouveau 
(n — z)-prechamp de Segal sur X, et si x et y sont des sections de Fl l ~ l (A) sur un objet U 
de X, Fr(A)(x, y) est un (n — i)-prechamp de Segal sur le site X/U. Avec ces notations, 
on montre le resultat suivant: 

Theoreme 1.1 Soit A est un n-prechamp de Segal sur le site X . On suppose que les 
valeurs de A sont des n-categories de Segal (cette condition est vide pour n = 0). Alors 
les conditions suivantes sont equivalentes: 

(i) A est un n-champ de Segal; 

(ii) (a) pour tout X 6 X et tout x, y G A (X) le n-prechamp de Segal Fl(A)(x,y) sur 
X/X est un n-champ de Segal; et 

(b) les donnees de descente pour A sont effectives. 
(Hi) (valable seulement pour les n-champs non de Segal) 

(a 7 ) pour tout % > 1, pour tout X G X et pour tous x, y G Fl l ~ 1 (A)(X) les donnees de 
descente a valeurs dans le (n — i)-prechamp Fl l (A)(x,y) sont effectives; et 
(b) les donnees de descente a valeurs dans A sont effectives. 



Ce theoreme formalise l'idee (qui ressort entre autres de Giraud jKJ et Laumon-Moret 



Bailly [pq] ) qu'un champ est un prechamp oil les donnees de descente sont effectives, et 
comme l'effectivite des donnees de descente ne concernent que l'interieur, il caracterise 
nos n-champs de Segal en des termes propres a la theorie des prefaisceaux simpliciaux. 



Donnees de descente et topologie grossiere 



Cependant, la definition meme des donnees de descente (generalisees) qu'on a formulee 
plus haut faisait intervenir la notion de 0-champ de Segal et il est done temps de donner 
notre definition des (vraies) donnees de descente a valeur dans un prefaisceau simplicial, 
puisqu'il reste vrai que ce cas suffit. Soit X un site muni d'un crible B couvrant et d'un 

10 On fait la convention que pour un i donne on remplace nos n-categories de Segal par des n'-categories 
de Segal equivalentes, avec n' > i. 
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prefaisceau simplicial A. Une donnee de descente sur B a valeurs dans A est un diagramme 
5 de prefaisceaux simpliciaux: 

* B <— D -> A 

oil la fleche de gauche est ce que nous appelons une equivalence objet-par-objet, c'est-a- 
dire qu'elle induit une equivalence faible d'ensembles simpliciaux sur chaque objet U £ X 
(ici, bien sur, seuls les objets de B sont vraiment concernes). Ceci implique que D est 
contractile et on est bien en presence d'une donnee de descente dans le sens generalise 
donne plus haut. On peut observer que la donnee du diagramme 8 equivaut a celle d'une 
donnee de descente (generalised ou non, c'est pared) a valeurs dans la restriction de A a la 
categorie B munie de la topologie grossiere. II s'agit la d'un exemple tout-a-fait typique 
de la facon dont la topologie grossiere intervient systematiquement tout au long de notre 
travail. Un autre exemple typique est la fagon dont nous decrivons en deux temps la 
structure de categories de modeles pour nos prechamps, par localisation de Bousfield a 
partir de la structure correspondant a la topologie grossiere (§6). 

On dit qu'une donnee de descente est effective si elle est equivalente a une donnee de 
descente qui se f actor ise a travers *x- Et lorsque dans le theoreme ci-dessus on dit que 
les donnees de descente a valeurs dans A sont effectives, on veut dire que pour tout objet 
X de X et tout crible B couvrant X/X, toute donnee de descente sur B a valeurs dans 
A* \X/X est effective. 

Les deux temps de la descente et les constructions de Grothendieck 

Le probleme de l'effectivite des donnees de descente dans un n-prechamp de Segal A 
sur un site X (admettant un objet final) se decompose naturellement en deux etapes. En 
effet, une donnee de descente 5 comme plus haut s'insere dans un diagramme: 

*x <- *b <- D A, 

Puisqu'il s'agit de factoriser, a equivalence pres, le morphisme donne D —> A h travers 
*Xi on peut d'abord chercher une telle factorisation a travers * e . Si done on qualifie de 
strictes les donnees de descente avec D = *g, on peut formuler d'une part le probleme 
de la strictification des donnees de descente, qui consiste a montrer que toute donnee 
de descente est equivalente a une donnee de descente stricte, et d'autre part celui de 
l'effectivite des donnees de descente strictes. 

Techniquement, les choses se presentent un peu differemment. Pour montrer qu'un 
prechamp de Segal A sur X est un champ de Segal, on utilise la definition par limite. 
On doit done comparer A(X) avec la limite homotopique mentionnee plus haut, disons 
T(B,A). Pour identifier cette limite, on suit le chemin trace dans on construit une 
categorie de Segal J 3 A au-dessus de B° avec l'espoir d'identifier T(B, A) a une categorie de 
sections de J B A^ B°. En fait, on trouve (§16) que T(B, A) est equivalente a la categorie 
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de Segal des sections "equilibrees" (ou eq-sections) non pas de J B A-^ B° mais de son 
remplacement fibrant J^A—y B°. Ce remplacement fait reference a une structure de cmf 
pour les categories de Segal (§2). On veut done montrer qu'un morphisme compose 



A(X) -> Sect eq { f A)-> Sect eq { f A) 
Jb Jb 



est une equivalence. On peut voir le terme de droite comme une categorie de donnees de 
descente (a droite ?) et celui du milieu comme la sous-categorie des donnees de descente 
strictes (on n'a pas cherche a etablir de correspondance entre ces nouvelles notions de 
donnees de descente et les anciennes), et le probleme de l'effectivite se decompose a 
nouveau en deux etapes. 

Ces deux etapes seront traites chacun a son tour dans nos §18 et §19. Pour rester 
strictement en conformite avec ce qui se passe dans le papier, il faudrait dire que cette 
situation de "strictification" des donnees de descente a lieu non au-dessus de B mais au- 
dessus de la categorie A via un foncteur p(U) : A — > B, dans le cas oil B est le crible 
engendre par un objet U recouvrant X. En quelque sort A approxime B via le foncteur 
p(U) et pour des raisons techniques il nous est plus commode de travailler au-dessus de 
A. 

II se trouve que le probleme de l'effectivite des donnees de descente strictes a deja ete 
resolu pour nos complexes de modules sur un topos annele dans l'expose Vbis de SGA 4 
II de Saint-Donat (d'apres des "notes succinctes" de Deligne). Au §19, nous donnons 
un resultat plus general pour cette etape "stricte" . 

Prefaisceaux de Quillen 

Nous avons done mis en place ce formalisme des champs de Segal qui constitue un 
cadre naturel pour la theorie de l'homotopie relative (au-dessus d'un site), dans lequel 
nous pouvons reformuler le probleme de la descente: trouver des conditions pour qu'un 
prechamp de Segal soit un champ (de Segal). Comme l'ecrit Jardine dans p5|, la structure 



organisationnelle pour la theorie de l'homotopie est celle de categorie de modeles fermee 
(cmf) de Quillen f83|. La theorie des champs de Segal que nous avons mise en place est 



le cadre naturel de la theorie de l'homotopie relative (au-dessus d'un site) et la structure 
organisationnelle correspondante est tout naturellement une structure de prefaisceau de 
cmf: nous appelons prefaisceau de Quillen tout prefaisceau de cmf dans lequel les re- 
strictions sont ce qu'on appelle des foncteurs de Quillen (a gauche). Si M est un tel 
prefaisceau de Quillen sur un site X, on peut lui associer le 1-prechamp de Segal L(M) 
sur X obtenu en prenant pour L(M)(X) la categorie simpliciale obtenue en inversant 
(au sens de Dwyer-Kan) les equivalences dans M(X). On cherche done des conditions 
suffisantes pour que le prechamp de Segal ainsi associe a un prefaisceau de Quillen soit 
un champ de Segal. 



12 



Un theoreme de descente 



Nous proposons done un theoreme ( |19.4| ) donnant des conditions suffisantes pour que 



le prechamp L(M) soit un champ de Segal. C'est bien sur a partir du cas des complexes 
que nous avons trouve une telle formulation generale. Les conditions que nous imposons 
sont de trois ordres. 

D'abord, nous nous restreignons a des sites ou, grosso modo, on peut se reduire a 
ne considerer que les donnees de descente definies sur les recouvrements a un seul ob- 
jet (et verifiant les conditions de compatibilite adequates sur le complexe de Cech du 
recouvrement). 

La principale restriction que nous imposons au prefaisceau de Quillen est l'existence, 
dans les valeurs prises (ce sont des cmf), de petites limites et colimites arbitraires. Ainsi 
par exemple notre theoreme ne concerne pas les complexes de faisceaux de type fini. 
Nous lui imposons egalement d'autres conditions plus ou moins naturelles a savoir: le fait 
que, dans les valeurs prises, tous les objets soient cofibrants; l'existence de factorisations 
fonctorielles; la compatibilite aux produits fibres; le caractere local des equivalences; et la 
compatibilite aux sommes disjointes. 

Enfin nous imposons une condition tres technique autorisant l'utilisation de l'argument 
dit "du petit objet" de Quillen pour la construction d'une cmf auxiliaire. 

La partie la plus delicate de la demonstration consiste en la strictification des donnees 
de descente (§18). 



Dans la version 2 du papier nous avons du ajouter l'hypothese (4) que les morphismes de 
restriction pour L(M) sont exacts des deux cotes (et non seulement du cote correspondant 
au fait que M est de Quillen a gauche). En effet, la premiere version comportait une faute 
dans une ligne de la preuve, ou nous faisions commuter un morphisme de restriction avec 
une limite; nous ajoutons cette commutation comme hypothese puisqu'elle n'est pas une 
consequence des autres. Cette condition semble etre primordiale, heureusement elle se 
verifie dans les applications aux §20 et §21. 

Champs de champs 

C'est en etudiant notre probleme de descente des complexes, que nous nous sommes 
rendu compte qu'il y avait un resultat analogue pour les n-champs eux-memes: le n + 1- 
prechamp n CHAMP defini par 

n CHAMP (X) := nCHAMP(X/X) 



est un n-champ (voir les theoremes |20.1| et [20. 5| ). C'est un resultat de "recollement" pour 



les n-champs. Par exemple, etant donne des champs Tu et Ty sur deux ouverts U, V d'un 
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espace topologique, avec une equivalence 



Fulunv — Fvlunv 

alors il existe un champ T sur U U V avec T\u = Tu et T\y = Ty. On peut voir 
20.1| et [20. 5| comme des generalisations aux n-champs, du resultat classique qui dit que 



le 1-prechamp qui a chaque ouvert U associe la categorie des faisceaux d'ensembles (i.e. 
0-champs) sur U, est un 1-champ. Le cas n = 1 de cette generalisation se trouve deja 



dans SGA 1 ]5l) [43|, ou Ton montre que le 2-prechamp 1 CHAMP des 1-champs est un 
2- champ. 

Ce resultat pour n = 2 (qui dit que 2 CHAMP est un 3-champ) a ete utilise, sans 
demonstration, par Breen fl8j . On peut dire que notre resultat generalise approximative- 
ment la moitie de ce que fait Breen dans ]nj (l'autre moitie etant d'exprimer les donnees 
de descente en termes de cocycles, une chose que nous ne sommes pas arrivees a faire de 
fagon entierement satisfaisante pour n quelconque). 

En fait, au debut de ce travail, la seule chose que nous pouvions demontrer a propos 
des complexes etait que le prechamp des complexes de Q-espaces vectoriels, de longueur 
n fixee, etait un n+ 1-champ. Pour prouver ceci, nous avions utilise le resultat disant que 
le n + 1-prechamp des n-champs est un champ: avec ceci et une version elementaire de la 
notion de "spectre" (consistant juste a faire une translation pour que tout se passe entre 
les degres N et N + n avec iV > n + 2) on pouvait obtenir (grace au fait que l'homotopie 
rationelle stable est triviale) le fait que les complexes de Q-espaces vectoriels de longueur 
n, est un n + 1-champ. 

Ce n'est qu'avec l'apport des techniques de pointe en theorie des cmf (JJT) J^] [[33 



0; ^9[])p0fl) pjfl , |6T| |60| ) que nous avons pu formuler le resultat plus general |19.4| qui 



permet de traiter le cas des complexes de O-modules. 

Algebricite 

L 'etude plus detaillee des champs de complexes sur les sites de la geometrie algebrique 
fera l'objet d'un autre travail. Nous enongons simplement au §21 notre principal resultat 
d'algebricite. 

Historique, travaux connexes et techniques utilisees 

La notion de 1-champ est aujourd'hui bien enracinee dans la geometrie algebrique, 
depuis notamment les travaux d'Artin [R], de Deligne-Mumford [EH], de Laumon-Moret 



Bailly f68 |, prolonges par de nombreux travaux actuels. Une notion semblable joue un 



role important en geometrie different ielle (e.g. en geometrie des feuilletages), voir par 
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exemple j36| |76| |?9| |5l| |75j |]74|. En s'appuyant sur la notion de champ, Giraud 
a developpe en bas degres la cohomologie non-abelienne |42| . 



Un travail precurseur de la descente pour l'oo-champ des complexes est celui sur la 
"descente cohomologique" de B. Saint Donat et Deligne dans SGA 4 [|J. 

Dans |4£|, A. Grothendieck propose comme generalisation la notion de n-champ ou 
meme de oo- champ, sans toutefois donner une definition precise. En fait, on peut dire 
aue la theorie des oo-champs de groupo'ides est deja disponible a l'epoque de par 
le biais de la theorie des prefaisceaux simpliciaux, grace aux travaux de K. Brown |H| , 
Illusie |62| , Joyal dans une lettre a Grothendieck |)5 , Jardine , et Thomason |100| . 



Le biais en question passe par l'equivalence entre la theorie des oo-groupoides et celle des 
espaces topologiques ou ensembles simpliciaux — equivalence pour laquelle ne manquait 
que la definition de oo-groupoide! 

Plus recemment, la theorie des n-categories pour les petites valeurs de n a ete reconnue 
comme importante dans une large gamme de situations liees par exemple a de nouveaux 
invariants des noeuds, aux groupes quantiques, a la theorie quantique des champs, et 
meme a l'informatique. . . . Ceci a conduit vers une meilleure comprehension notamment 
du role joue par la non-associativite de la composition. Le premier papier de Baez-Dolan 
|| fournit un resume interessant de ces developpements. 

La these de Tamsamani [^] fournit une definition de n-categorie, ainsi que l'equiva- 
lence entre les n-groupo'ides et les espaces topologiques n-tronques, pour tout n. Cette 
definition permet d'aborder la theorie des n-champs, non necessairement de groupo'ides, 
en utilisant les techniques dues a Quillen qui sont a la base des travaux de Brown, Illusie, 
Joyal, Jardine et Thomason. Signalons egalement que d'autres definitions de n-categorie 
ont ete proposees, voir Baez-Dolan ([[T] || qui etait independant de |)8] et simultane) 
ou Batanin ([[10), un peu plus tard). Pour l'heure il manque une comparaison entre ces 
differentes definitions, et comme explique plus haut, nous utilisons une legere variante de 
la definition de Tamsamani. 

Notre technique de base est celle des cmf, et notre travail a ete profondement influence 
par des travaux recents en theorie des cmf, ceux de Hirschhorn [^j, de Dwyer-Hirschhorn- 
Kan [30|, aussi ceux de de Goerss- Jardine |^6| et de Hovey |6l| ainsi que par les 
travaux moins recents de Dwyer-Kan sur la localisation |31| |32| |33| |34 ]. 
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dans son expose au congres international de 1956. 
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2. Les n-categories de Segal 



Commengons par fixer quelques notations: les categories d'ensembles, d'ensembles 
simpliciaux, et d'espaces topologiques sont notees respectivement Ens, EnsSpl et Top. 
Un ensemble simplicial est un foncteur A° — > Ens oil A est la categorie dont les objets 
sont les ensembles ordonnes p := {0',...,p'} et les morphismes sont les applications 
croissantes. Si X est un ensemble simplicial on notera X p sa valeur sur p 6 A. Si 
A : A° — > C est un foncteur, on notera A p ou parfois A p / la valeur qu'il prend sur p G A . 
On notera \A\ la realisation topologique de 1' ensemble simplicial A. Si Y est une categorie 
(i.e. 1-categorie) on notera son nerf vY e EnsSpl. On utilisera l'abreviation "cmf" pour 
"categorie de modeles fermee" de [53] . 



Les definitions qui suivent sont des generalisations de definitions de Tamsamani 38 



et Dunn [ESI, qui a leur tour reprenaient des idees de Segal pi] ffl. La notion de 1- 



categorie de Segal apparait pour la premiere fois a la fin de Dwyer-Kan-Smith ||111|| . Voir 
la comparaison ci-dessous. 

On definit la notion de n-precat de Segal, et la categorie nSePC de ces objets, par 
recurrence sur n. Un ensemble pourra etre considere comme n-precat de Segal: il y aura 
un foncteur (pleinement fidele) Ens — > nSePC. Un objet dans l'image de ce foncteur 
sera appele "un ensemble discret". Pour n = 0, une 0-precat de Segal est par definition 
un ensemble simplicial; et le foncteur Ens — ► OSePC associe a un ensemble S le foncteur 
S_ : A° — > Ens constant a valeurs S. Pour n > 1, une n-precat de Segal est un foncteur 

A° -> (n - l)SePC 

note p t— > tel que v4 / soit un ensemble discret qu'on notera aussi A . Un morphisme 
de n-precats de Segal est une transformation naturelle de foncteurs A° — > (n — l)SePC, 
ce qui definit la categorie nSePC. Le foncteur i?ns — *• nSePC est celui qui a un ensemble 
S 1 associe le foncteur compose 

A° ^ Ens -> (n - \)SePC. 
On peut devisser la recurrence dans cette definition. Si on veut suivre les notations 



de Tamsamani p8| , une ra-precat de Segal est done un ensemble n + 1-simplicial, i.e. un 
foncteur 

(A°) n+1 -> Ens 

note (mi, . . . , m n+1 ) \— > A mi) ... jmn+1 , qui satisfait les conditions de Constance selon lesquelles 
pour m ; = le foncteur est constant en les variables m i+1 , . . . , m n+ \. 

Ces conditions de Constance peuvent etre prises en compte une fois pour toutes en in- 



troduisant la categorie O n+1 , quotient de A n+1 f94j. On rappelle que O n+1 est la categorie 
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dont les objets sont les suites (mi, . . . , m,) pour i < n + 1, avec m, G A et avec les iden- 
tifications 

(mi, . . . , rrij = 0, . . . , m*) =: (mi, . . . , m^i). 

L'objet (0, ... ,0) est aussi equivalent a la suite de longueur qui est notee 0. Les mor- 
phismes proviennent des morphismes de A avec le changement induit par ces identifica- 
tions; cf @ ou f95j. 



Pour k < n et pour M = (mi, . . . , m^) G A on note Ami la n — /c-precat de Segal 

(m l3 . . . , WV|_i_fc) I— > ^m 1 ,..,m t ,m' 1 ,..,m^ +1 _ ( ,' 

Pour = 1 ceci concorde avec la notation A p i introduite plus haut. 
Une n-precat de Segal peut etre vue comme foncteur 

(e n+1 )° -> Ens, 

sans autre condition (les conditions de Constance etant prises en compte par le fait que 
6 n+1 est le quotient adequat de A™ +1 ). De ce fait, nSePC apparait comme la categorie 
des prefaisceaux d'ensembles sur O n+1 , et done admet toutes les limites et colimites avec 
petite indexation, ainsi qu'un Horn interne. 

En fait, le point de vue le plus utile est un melange des deux points de vue du para- 
graphe precedent: une n-precat de Segal peut (voire doit) etre consideree comme un 
foncteur 

A : (9 n )° -> EnsSpl 

note M i — > A M , tel que, pour \M\ < n, l'ensemble simplicial A M est un ensemble discret. 
II est parfois utile de confondre les ensembles simpliciaux et les espaces topologiques, et 
on obtient essentiellement la meme notion en considerant les foncteurs (B n )° — > Top. 

On dira que A Q est l'ensemble des objets de A. Pour deux objets x,y G A Q on notera 
Ai/(x,y) la pre-image de (x,y) G A x A par le morphisme 

Ay ^A xA Q 

induit par les deux applications "faces" de la structure simpliciale. On dira que Ay(x,y) 
est la n — 1-precat de Segal des morphismes entre x et y. On utilisera parfois cette meme 
notation (qui est assez compacte) pour l'ensemble des morphismes entre deux objets d'une 
categorie ou pour l'ensemble simplicial des morphismes entre deux objets d'une categorie 
simpliciale. 

On definit maintenant les n- categories de Segal, qui sont les n-precats de Segal sat- 
isfaisant certaines conditions de "specialite" generalisant la condition originelle de Segal 
|88| . Pour formuler ces conditions on a besoin d'une grande recurrence comme dans |98| , 
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cf aussi le resume dans |p5| . On va definir simultanement par recurrence sur n: la condi- 



tion pour qu'une n-precat de Segal soit une n-categorie de Segal; la condition pour qu'un 
morphisme entre deux n-categories de Segal soit une equivalence; et l'ensemble "tronque" 
r< (v4) associe a une n-categorie de Segal A. D'abord pour n — 0, et par definition: toute 
0-precat de Segal i.e. ensemble simplicial, est une 0-categorie de Segal; un morphisme 
est une equivalence si c'est une equivalence faible d'ensembles simpliciaux, i.e. s'il induit 
des isomorphismes entre les groupes d'homotopie (et les 7r ) des realisations topologiques; 
et le tronque t< (A) d'un ensemble simplicial A est l'ensemble 7r (|A|). Pour le reste, 



la recurrence est identique a celle de Tamsamani f98fl : soit n > 1 et on suppose que les 
definitions sont disponibles au-niveau n — 1. Soit A une n-precat de Segal, vue comme 
foncteur 

A ■ A° -> (n - l)SePC, p ^ A p/ . 

On dira que A est une n-categorie de Segal si les A p / sont des n — 1-categories de Segal, 
et si pour tout p le morphisme de n — 1-precats de Segal 

A p / — > Ay x Ao . . . xa A\j 

est une equivalence de n — 1-categories de Segal. Ce dernier "morphisme de Segal" etant 
celui dont les composantes sont les applications duaux aux inclusions {i, i + C {0, . . . ,p} 
dans A, voir |5|, @, @. 



Si A est une n-categorie de Segal, alors le foncteur 

P !— * t<o(A p /) A° — > Ens 

est le nerf d'une categorie qu'on note t<i(A). On definit t< (A) comme l'ensemble des 
classes d'isomorphisme de la categorie t<i(A). Si A et B sont des n-categories de Segal 
et / : A — > B est un morphisme (i.e. morphisme de nSePC) on dira que / est une 
equivalence si le morphisme induit 

T< (A) -> T< (B) 

est surjectif (on dira alors que "/ est essentiellement surjectif"), et si pour tout couple 
d'objets x, y G A Q , le morphisme 

A 1/ (x,y)^B 1/ (f(x)J(y)) 

est une equivalence de n — 1-categories de Segal (on dira alors que "/ est pleinement 
fidele"). Comparer avec la notion d'equivalence entre categories simpliciales de p4| . 



C'est seulement pour une n-categorie de Segal A qu'il est raisonnable de considerer la 
n — 1-categorie des morphismes entre deux objets Ay(x, y). Une 1-fleche de A est un objet 
de Ai/(x,y). Par iteration on obtient la notion de z-fleche de A |p8| . Soit V e Q n l'objet 
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(1, . . . , 1) (i fois), image de l'objet (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) G A n . Une i-fleche de A (i < n) est 
un element de l'ensemble A x %. Pour i = n, Ain est un ensemble simplicial et une n-fleche 
de A est un sommet (i.e. un element de la partie de degre 0) de l'ensemble simplicial A\n. 
Les morphismes faces en la z-ieme variable simpliciale fournissent les applications source 
et but qui a une i-fleche associent des % — 1-fleches (une 0-fleche est un objet i.e. element 
de A ). 



Soit A une n-categorie de Segal. Suivant p8| , on dira qu'une i-fleche (i > 1) est 
inversible a equivalence pres ou d homotopie pres si son image comme 1-fleche dans la 
1-categorie r< 1 (A 1 i-i/) est inversible. Voir pour plus de details. On dira (toujours 
suivant pgfl ) que A est un n-groupoi'de de Segal si pour tout 1 < i < n, toutes les i-fleches 
sont inversibles a equivalence pres. Plus generalement, pour < k < n on dira que A 
est k-groupique si les i-fleches sont inversibles a equivalence pres pour tout i > k. En 
particulier, A est toujours n-groupique, et A est 0-groupique si et seulement si c'est un 
n-groupoide de Segal. 

Comparaison avec Tamsamani et Dunn 



On compare avec [^] et [28|. Tamsamani (||98||) 1995) considere les foncteurs (A°) n — >• Ens 



et leur impose les conditions de Constance ainsi que les conditions de Segal cf ci-dessous, 



obtenant la notion de n-categorie (faible). Dans |94|, on introduit la notion de n-precat 
en relaxant toutes sauf les conditions de Constance. Une n-precat (resp. n-categorie de 
Tamsamani), qui est un foncteur O n — > Ens, peut etre vue comme une n-precat de Segal 
en composant avec l'inclusion Ens — > EnsSpl. 

Plus generalement, les n-precats de Segal (resp. n-categories de Segal) telles que 
les valeurs du foncteur O n — > EnsSpl soient des ensembles simpliciaux 0-tronques (i.e. 
reeunion disjointe de composantes contractiles) correspondent a des n-precats (resp. n- 
categories) par composition avec tcq : EnsSpl — > Ens. Avec cette traduction, la plu- 
part de nos enonces sur les n-categories de Segal restent vrais mutatis mutandis pour 
les n-categories (la seule exception concerne la propriete de descente — non preservee par 
troncation — pour des localisees de Dwyer-Kan, qui ne sont pas tronquees en general). 
Nous formulons souvent nos enonces seulement dans le cadre des n-categories de Segal, 
laissant au lecteur le soin d'ecrire les enonces correspondants pour les n-categories. En 
revanche, on reviendra plus loin sur les compatibilites entre les notions de n-categorie et 
n-categorie de Segal (et aussi sur les compatibilites entre differentes valeurs de n). 

Dunn, dans [EH] (soumis en 1993, paru en 1996 mais resumant sa these de 1984, et 



qui fait reference a Cobb f23| ) considere — entre autres "delooping machines" — le n-ieme 



itere de la machine de Segal dont la categorie sous-jacente est celle des foncteurs 

A : (A°) n -> Top 
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tels que A mij ... j7nn = * si m, = (cf. p8| , debut du §3). On pourra appeler ces objets 
"n-precats de Dunn". En remplagant Top par EnsSpl et en passant au quotient, on 
obtient les n-precats de Segal A verifiant Am = * pour \M\ < n. 

Dunn impose aussi a ses objets la condition de specialite en chaque variable simpliciale 
( j[28|| Definition 3.1) et on pourrait appeler les objets qui satisfont a cette condition, les 
"n-categories de Dunn". On peut verifier que cette condition coincide avec la condition 
d'etre une n-categorie de Segal, dans le cas qu'il considere ou A M = * pour \M\ < n. En 
somme, Dunn avait regarde les n-categories de Segal ayant une seule z-fleche pour tout 
i < n. 

Les definitions de Dunn et de Tamsamani sont basees sur l'idee d'iterer la construction 



de Segal f8B |. Elles sont complementaires comme le sont la tour de Postnikov et la tour de 
Whitehead: chez Dunn (comme chez Whitehead) il s'agit de l'homotopie en degres > n 
tandis que chez Tamsamani (comme chez Postnikov) il s'agit de l'homotopie en degres 
< n. La notion de n-precat de Segal permet d'integrer ces deux points de vue. En outre, 
dans les variables "n-categoriques" on peut avoir des fleches non (homotopiquement) 
inversibles. II s'agit done d'une definition qui permet d'avoir de l'homotopie en tout degre, 
et des fleches non-inversibles en degres < n. Cest un avatar de la notion (non encore 
totalement elucidee) de oo-precat qui permettrait d'avoir des fleches non-inversibles en 
tout degre. Nous avons decide de faire la presente redaction dans le cadre des n-precats 
de Segal, par souci de simplicite et aussi parce que, sur les exemples que nous avons en 
vue, la non-inversiblite des fleches n'entre en jeu que pour un nombre fini de degres. 

L 'operation SeCat 

L'une des idees de base qui permettaient d'obtenir la structure de categorie de modeles 
fermee pour les n-precats dans |94| etait l'operation Cat, qu'on peut resumer tres simple- 



ment en disant qu'elle force la condition d'etre une n-categorie. Ce procede s'applique de 
la meme fagon dans notre cadre des n-precats de Segal: on aura une operation qu'on notera 
A i— > SeCat(A) avec une transformation naturelle %a '■ A — > SeCat(A), qui transformera 
toute n-precat de Segal en n-categorie de Segal. 

En fait au lieu de fixer precisement l'operation SeCat, on donne la definition suivante. 

Definition 2.1 On appellera operation de type SeCat tout couple (F, i) ouF : nSePC — > 
nSePC est un foncteur etiA '■ A — » F(A) une transformation naturelle, possedant les pro- 
prietes suivantes: 

(a) — pour tout n-precat de Segal A, F(A) est une n-categorie de Segal; 

(b) — %a est un isomorphisme sur les ensembles d 'objets, et si A est une n-categorie de 
Segal alors %a est une equivalence de n-categories de Segal; et 

(c) — pour toute n-precat de Segal A, le morphisme F{ia) est une equivalence de n- 
categories de Segal. 
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Lemme 2.2 II existe une operation de type SeCat. Si (F 1 , i 1 ) et (F 2 ,i 2 ) sont deux 
operations de type SeCat alors elles sont equivalentes en ce sens que 

F\f A ) : F\A) - F\F\A)) 

est une equivalence de n-categories de Segal pour toute n-precat de Segal A. En particulier, 
si f : A —>■ B est un morphisme de n-precats de Segal alors F 1 (f) est une equivalence de 
n-categories de Segal si et seulement si F 2 (f) Vest. 

Preuve: Pour l'existence, on peut utiliser une definition analogue a celle de |M| qui 



traite le cas des n-precats (non de Segal) (pour une autre approche, voir la discussion 
plus loin). Pour les ensembles simpliciaux du dernier degre, il faut remplir toutes les 
"cornes" (extensions anodines de Kan). Pour l'unicite, on utilise la meme demonstration 
que celle de p4f Proposition 4.2. En fait cette demonstration doit etre couplee avec la 
demonstration du theoreme |3.1| dans une recurrence sur n comme c'est fait dans [Q. On 
note que le cas n = est trivialement vrai. 

Si / : A — > B et si F 2 (f) est une equivalence alors dans le diagramme 

F\A) F1 S a) F\F 2 (A)) 

FHf) | | F^F'^f)) 

F \A) F ^ a) F 1 (F 2 (A)) 

la fleche F 1 (F 2 (f)) est une equivalence car F 1 transforme equivalences de n-categories de 
Segal en equivalences d'apres (b). Les fleches horizontales sont des equivalences par 
le resultat d'unicite ci-dessus. Done -F 1 (/) est une equivalence. □ 

On appellera SeCat toute operation qui satisfait les criteres de la definition pTT] . Nous 



donnons maintenant une variante commode, deja presente (pour les n-precats) dans [34 



et exploree dans [Q pour les 1-precats de Segal. Pour n = on peut prendre le foncteur 
identite avec la transformation naturelle identite. Soit n > 1 et supposons construite 
l'operation SeCat pour les n — 1-precats de Segal. Soit A une n-precat de Segal. On 
definit une n-precat de Segal Fix(A) avec les memes objets que A en posant (pour p > 1) 

Fix{A) p/ { SeCat(A p/ (x , ...,x p )). 

Ceci a pour effet de transformer les A p / en n-categories de Segal. On a un morphisme 
naturel A — > Fix(A). D 'autre part, pour tout m > 2 on definit une n-precat de Segal 
Gen[m](A) munie d'un morphisme A Gen[m](A) induisant un isomorphisme sur les 
ensembles d'objets, par 

Gen[m](A) q/ := A q/ u^^ Am/ [] Q[m\ 
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ou 

An/ G[m] -+ Ay X Ao ... X Ao Ay 

est une factorisation du morphisme de Segal, oil a est une cofibration et b une equivalence 



faible, (qui existe par le theoreme |273| qu'on suppose connu pour n — 1). Les coproduits 



dans la definition de Gen[m] sont pris avec tous les morphismes q — > m dans A qui ne 



se factorisent pas a travers une arete principale 1 — > m. Voir |94[ ou |96| pour comment 
definir les morphismes de fonctorialite Gen[m](A) q / — > Gen[m](A) p / pour p — > q. Main- 
tenant on definit Gen comme le compose pour tout m > 2 des Gen[m] et SeCat s'obtient 
en iterant une infinite denombrable ui de fois le compose Fix o Gen. Cette operation 



d'apparence tres ineffective a en realite d'assez bonnes proprietes d'effectivite, voir J96j. 

On peut voir une n-precat A comme un systeme de generateurs et relations pour definir 
une n-categorie, et SeCat(A) comme la n-categorie ainsi engendree. 

La structure de categorie de modeles fermee 

On definit maintenant la structure de categorie de modeles fermee sur nSePC. 

Un morphisme A — ► B de n-precats de Segal sera une cofibration si A M — > B M est 
injectif pour tout M 6 @ n+1 (cette condition est differente de la condition pour les n + 1- 
precats de car ici nous exigeons aussi 1'injectivite pour \M\ — n + 1). Une cofibration 



est done simplement une injection de prefaisceaux d'ensembles. 

On dira qu'un morphisme A — > B de n-precats de Segal est une equivalence faible si le 
morphisme SeCat(A) — > SeCat(B) est une equivalence de n-categories de Segal. Cette 
propriete est independante du choix de la construction SeCat grace au lemme |2~2j 

Et on dira qu'un morphisme A — >• B de n-precats de Segal est une fibration s'il possede 
la propriete de relevement pour les cofibrations triviales (celles qui sont des equivalences 
faibles). Rappelons (|83fl) que, par definition, la propriete de relevement assure que pour 
toute cofibration triviale E — > E', et tout paire de morphismes E — > A et E' — > B qui 
forment un carre commutatif, il existe un morphisme E' — > A rendant commutatif les 
deux triangles dans le carre. 

Theoreme 2.3 Les trois classes de morphismes ci-dessus font de la categorie des n- 
precats de Segal une categorie de modeles fermee. 

La demonstration entre dans le cadre plus general de la comparaison entre notions de 
n-categorie de Segal et/ou n-categorie, pour differentes valeurs de n. On aborde cette 
discussion avant la demonstration de |2l 
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Changement de n 



La categorie de modeles fermee des n-precats de Segal de |273| est une sorte de substitut 
pour la notion d'oo-categorie, dans laquelle les i-fleches sont inversibles a equivalence 
pres, pour i > n. Si on admet l'existence d'une theorie des oo-categories convenable, 
l'equivalence passera par la construction A \— > o A qui transforme une n-precat de 
Segal en une oo-precat, avec un qui fait correspondre un oo-groupoide a tout espace 
topologique ou ensemble simplicial de Kan. Nous ne voulons pas entrer dans les details 
de la notion de oo-categorie ici, car la version "n-categories de Segal" convient pour nos 
applications. Ce choix est d'autant plus raisonnable qu'on peut construire des foncteurs 
A i — > Yi m ,Se ° A pour passer denan + m. 



Rappelons que Tamsamani |98|] a defini un foncteur "n-groupoide de Poincare" 

Il n : Top —>■ nCat 

ou nCat est la sous-categorie pleine de la categorie nPC des n-precats, formee des n- 
categories. Ce foncteur generalise le "groupoide de Poincare" Hi(X) classique. Tam- 
samani a montre que ce foncteur etablit une equivalence entre les theories homotopiques 
des espaces topologiques n-tronques (i.e. ou les iii s'annulent pour i > n) et des n- 
groupoides (i.e. n-categories ou les fleches sont inversibles a equivalence pres). Plus 
precisement, il a construit un foncteur "realisation topologique" 

3? : nCat Top 

et des equivalences Il n o 3ft = 1 et 3ft o n n = 1 pour les restrictions de ces foncteurs 
aux categories Top n des espaces topologiques n-tronques et nGpd des n-groupoides. On 
adoptera done le point de vue que les n-groupoides peuvent etre librement remplaces par 
les espaces topologiques (ou ensembles simpliciaux) n-tronques. 

On fait ici quelques remarques qui utilisent des notions qui seront traitees plus loin dans 
le present travail, pour offrir un autre eclairage sur ce resultat d'equivalence de Tamsamani 
(cependant, le lecteur peut s'en passer jusqu'au sigle "0"). En appliquant la theorie 



de Dwyer-Kan |33[ qui sera rappelee au §8 ci-dessous, on peut inverser les equivalences 
et obtenir des categories simpliciales "localisees" L(Top n ) et L{nGpd). Maintenant les 
foncteurs n n et 3ft et les equivalences de Tamsamani, en conjonction avec la proposition 



3.5 et le corollaire 3.6 de |32| (cf aussi notre lemme |S.1|) , donnent une equivalence 

L(Top n ) = L(nGpd) 

de categories simpliciales. On peut pousser un peu plus loin en utilisant nos notations du 
§11: on note nCAT la n + 1-categorie des n-categories (voir @]). Notons nGPD C 



12 Le lecteur prendra soin de distinguer entre la typographic en majuscules nCAT et la typographic 
qui comporte des minuscules nCat. En effet, nCAT designe la n + 1-categorie des n-categories, dehnie 
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nCAT la sous-n + 1-categorie pleine des n-groupoides. Alors nGPD est 1-groupique 
(i.e. ses n-categories de Horn sont en fait des n-groupoides) done egale a son interieur 
1-groupique: nGPD m1,1 = nGPD. Par le theoreme |1 1 . 1 1 



on a 



L(nPC) L(nPC f ) nCAT int >\ 

D'autre part, comme on a des remplacements fibrants fonctoriels, toute categorie comprise 
entre nPC et nPCf donne la meme localisee de Dwyer-Kan; ceci s'applique notamment 
a nPCf C nCat C nPC. On obtient ainsi l'equivalence des n + 1-categories 

L{nCat) S nCAT int ' 1 

(plus techniquement, il s'agit ici d'une equivalence qui passe eventuellement par des mor- 
phismes dans les deux sens, car aucune des deux n + 1-precats en question n'est fibrante). 
La sous-categorie nGpd C nCat est definie par une condition invariante par equivalence, 
done (par |0] ci-dessous) L{nGpd) est la sous-categorie pleine de L(nCat) formee des 
objets qui sont des n-groupoides. Par definition il en est de meme pour nGPD et done 
aussi pour nGPD mt ' 1 . On obtient ainsi l'equivalence 

L(nGpd) = nGPD. 

Si on applique maintenant la variante (immediate) du theoreme de comparaison de Tam- 
samani qui donne l'equivalence entre localises de Dwyer-Kan, on obtient une equivalence 
de n + 1-categories 

L(Top n ) ^ nGPD. 

D'autre part, on peut observer que les ensembles simpliciaux L(Top n )x/(X,Y) ont le 
bon type d'homotopie, a savoir celui de l'espace d'applications Hom jX. Y). des que, 
par exemple, X est un CW-complexe (voir |£| etc). Pour dire les choses autrement, 
L(Top n ) est equivalente a la categorie simpliciale des objets (n-tronques) fibrants et cofi- 
brants pour n'importe quelle structure de categorie de modeles fermee simpliciale pour 
les espaces topologiques. Done L(Top n ) est "la" n + 1-categorie des espaces n-tronques. 
Cette equivalence donne done des precisions sur ce qu'on entend par "les n-groupoides 
s'identiflent aux espaces topologiques n-tronques" . 


Au vu des remarques precedentes (la version courte aurait sum), on va d ec larer qu'un 
oo-groupoide n'est rien d'autre qu'un espace topologique ou ensemble simplicial. Ce point 



a l'aide de la structure interne cf §11 et (Q §7); tandis que nCat designe la 1-categorie stricte avec 
les memes objets et les morphismes qui respectent strictement la structure (en particulier, e'est celle-ci 
qu'avait considered Tamsamani). On utilise cette meme convention pour les champs plus loin. 
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de vue qui nous guide deja dans la definition des n-categories de Segal nous guide aussi 
pour comparer ces notions pour differentes valeurs de n. 

Comme explique au debut de ce chapitre, on peut voir toute n-precat de Segal comme 
un prefaisceau simplicial au-dessus de B n , i.e. un foncteur vers let Celts gorie des ensembles 
simpliciaux, 

A : 6 n -> EnsSpl, M ^ A M 

tel que pour \M\ < n l'ensemble simplicial A M est un ensemble discret. 

De ce point de vue, on peut composer avec le foncteur | | de realisation topologique des 
ensembles simpliciaux, puis avec le foncteur U m de Tamsamani [38]. De fagon equivalente 
on peut d'abord appliquer le foncteur Ex°° de Kan pour arriver dans les ensembles sim- 
pliciaux de Kan, puis la variante adaptee aux ensembles simpliciaux du foncteur IT m de 
||98| . Par ces deux precedes (essentiellement equivalents), on obtient une n + m-precat 
qu'on note Ii m o A. 

Dans l'autre sens, si on a une n + m-precat B, on peut lui appliquer l'operation 3ft> n 
qui consiste a prendre la realisation topologique (ou plutot comme ensemble simplicial) de 
98| des m-precats B M j pour \M\ = n (on garde les ensembles discrets Bm pour \M\ < n) 



Le resultat est une n-precat de Segal 3?> n (S). Si A est une n-categorie de Segal n'ayant 
que des ensembles simpliciaux m-tronques dans l'image du foncteur 

(M ^ A M/ ) : (6 n )° -> EnsSpl 

considere ci-dessus, alors 3ft> n n m oy4 est equivalente k A. Si A ne verifie pas cette condition 
de troncation alors cette construction a pour effet d'operer la troncation de Postnikov sur 
les ensembles simpliciaux. D'autre part, si A est une n + m-categorie n-groupique (i.e. 
oil les z-fleches sont inversibles a homotopie pres pour i > n), alors n m o 3?> n (A) est 
equivalente a A. Dans le cas contraire on obtient ainsi le complete n-groupique de A 
(i.e. le morphisme universel de A vers une n + m-categorie mgroupique), analogue du 
"groupe-complete" d'un monoide simplicial en topologie algebrique (qui est le cas n = 0). 

La construction A \— > Il m o A est a homotopie pres compatible avec les coproduits. 
Si A — > B est une cofibration (i.e. injection, cf. la definition ci-dessous) et A — > C 
un morphisme de n-precats de Segal, le coproduit B U A C est un coproduit d'ensembles 
simpliciaux objet-par-objet au-dessus de Q n . On peut done appliquer le theoreme de 
Seifert-Van Kampen pour Il m de |94[], objet-par-objet au-dessus de 0™, pour obtenir 
1' equivalence 

(n m o b) u( n - oA ) (n m o c) 4 n m o (b u a c). 

Dans le meme ordre d'idees on remarque que si A est un n-precat de Segal alors il y a 
une equivalence naturelle de m-categories de Segal 

n m o SeCat(A) 4 Cat(Tl m o A). 
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On peut modifier le paragraphe sur l'operation IT m o A pour obtenir un passage des 
n-categories de Segal aux n + m-categories de Segal. Pour cela, on doit d'abord definir 
un Ii mSe {X) pour tout espace topologique X, qui sera une m-categorie de Segal. Pour 
m = c'est tout simplement l'ensemble simplicial "complexe singulier" Sing(X). Pour 
m general nous appliquons d'abord le foncteur Q defini par Tamsamani f98fl , m fois itere 
comme dans p8| , ce qui donne un foncteur 

Q m {X) : 6 m -> Top. 

Ensuite on compose avec le foncteur Sing pour obtenir 

n m , 5e (X) :=SingVt{X). 

Maintenant si A est une n-precat de Segal on la considere comme un foncteur 

0" -> EnsSpl 

qu'on compose d'abord avec la realisation | |, puis avec le foncteur Ii mt se- On notera 
n m ,se ° ^4 le resultat de cette construction. C'est une n + m-precat de Segal. De meme 
si B est une n + m-precat de Segal on peut definir sa realisation en degres > n 3?> n (5). 
On a l'equivalence 

A^^> n (U m>Se oA) 

(sans condition de troncation sur A cette fois-ci). Si de plus B est n-groupique, alors on a 
B = Yi m ,Se ° $t> n (B). Et de nouveau, dans le cas general, II mj 5 e o3?> n (5) sera le complete 
n-groupique de B. 

On a enfin la formule 

(n miSe o 5) u (n - SE ° A) (n m , 5e o c) ^ n m , 5e o (5 u A c). 

Induction 

Une n-precat (non de Segal) A peut etre consideree comme une m-precat de Segal 
pour tout m > n, qu'on peut noter Ind™ ,Se (A) avec 

Ind™> s %A) kl _ km+1 := ,\, : 

pour (ki,..., k m+ i) e A m+1 . 

Avertissement: Si A est une n-precat alors S'eCat(Jn(i™' s,e (y4)) n'est pas en general 
equivalente a Jn(i™' ,Se (Cat(A)). On a cette equivalence seulement si A est deja une n- 
categorie. 
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D' autre part il faut remarquer que si A est une n-categorie (non de Segal) alors 
Ind™' Se (A) est d'emblee une m-categorie de Segal. 

Pour toutes ces raisons, on utilisera cette operation "d'induction" le plus souvent avec 
un argument A qui est deja une n-categorie. 

Le cas qu'on rencontrera le plus est celui ou Y est une 1-categorie, qu'on considere 
comme 1-precat en prenant son nerf vY . Alors pour tout n > 1 on dispose de la n- 
categorie de Segal Ind™ ,Se {vY). 

En pratique on confondra Y avec la rz-categorie de Segal induite. 

Troncation 

Dans le cadre des comparaisons ci-dessus, on definit maintenant une troncation A \— > 
r< n (A) pour les m-categories de Segal. Le resultat est une n-categorie (non de Segal). Si 
n > m on pose 

T< n (A) := Yi n -m ° A 
avec les notations introduites plus haut. En particulier on a 

T< m (A) = 7T o A. 

Pour n<mon pose 

T< n (A) := T< n (r< m (A)), 

ou la troncation r< n de droite est la troncation qui transforme une m-categorie en n- 
categorie (voir [p8]). En termes des definitions precedentes, on a 



T< n (A) M = A M pour \M\ < n, T< n (A) M = t< (A m/ ) pour \M\ 



n. 



Cette troncation est essentiellement la "troncation de Postnikov". Si on veut con- 
siderer que nos m-categories de Segal A sont en fait des oo-categories, on peut preferer la 
notation r< n (A) a la notation H n - m ° A. 

Lemme 2.4 Un morphisme A — ► B de m-categories de Segal est une equivalence si et 
seulement si r< n A r< n B est une equivalence de n-categories pour tout n. 

Preuve: C'est vrai pour m = i.e. pour les ensembles simpliciaux, et on obtient le cas 
general par une recurrence evidente. □ 

Soit A une m-categorie de Segal. On dira que A est contractile si le morphisme 
canonique A — > * est une equivalence. On dira que A est 0-tronquee si A est une reunion 
disjointe de m-categories de Segal contractiles (ici la reunion peut eventuellement etre 
vide). Soit n < m; on dira que A est n-tronquee si pour tout M avec \M\ = n, la m — n- 
categorie de Segal A M i est 0-tronquee. Enfin, soit n > m; on dira A est n-tronquee si 
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pour tout M avec \M\ = m, l'ensemble simplicial A M / est n — m-tronque (i.e. ses groupes 
d'homotopie s'annulent en tout degre i > n — m). 
Pour n > m on a un morphisme naturel 

n„_ m ,5e ° A—> T< n {A). 

En revanche, pour n < mil n'existe pas en general de morphisme A — ► Ind™' Se (r< n (A)) (ni 
dans l'autre sens). Ceci resulte de l'existence possible de i-fleches non-inversibles (la notion 
d'interieur introduite ci-dessous permettra de contourner cette dimculte). Cependant, si 
A est n-tronquee alors on a une equivalence naturelle 

A^Ind^ Se (r< n (A)). 

En fait, on peut verifier qu'une m-categorie de Segal A est equivalente a une de la forme 
Ind™' Se (B), ou B est une n-categorie, si et seulement si A est n-tronquee. 

L'interieur 

La realisation fournit un moyen de passer d'une n-precat de Segal a un ensemble 
simplicial; ga correspond essentiellement a inverser toutes les fleches pour obtenir un 
oo-groupoide qu'on peut voir comme un ensemble simplicial. Cette operation est assez 
brutale et n'est guere compatible avec les questions de descente. On introduit ici une 
construction duale (en un sens assez faible), l'interieur d'une n-precat de Segal, qui est 
bien mieux adaptee aux questions de descente et qui va nous permettre de devisser de 
fagon recurrente la notion de champ en termes d' une notion deja bien connue pour les 
prefaisceaux simpliciaux. 

Si A est une n-categorie de Segal, on definit l'interieur de A notee A mt ' ' d'abord 
comme la sous- n-categorie de Segal de A contenant seulement les i-fleches inversibles a ho- 
motopie pres. Plus precisement on dira qu'une ?-fleche a G Ap est inversible d homotopie 
pres si l'image de a dans t^A est une i-fleche inversible (rappelons que la composition 
des i-fleches dans la i-categorie t^A est bien definie, associative, etc.). L'interieur A int, ° 
de A est la sous-n-precat de Segal definie par la condition que a G A M est dans A 1 ^' si 
et seulement si f*(a) est une i-fleche inversible a homotopie pres, pour tout morphisme 
/ : V — > M de 6 n+1 , pour i < n. On voit que A mt ' ' est une n-categorie de Segal, et plus 
precisement un n-groupo'ide de Segal. On introduit maintenant 

A int,0 ._ Sft^ oA int,0^ 

qui est un ensemble simplicial. Cette derniere transformation ne change pas grand-chose 
car A mt '° est deja un n-groupo'ide de Segal, et en particulier n ni s e o A mt '° est equivalente 
a A int > '. 
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En termes d'oo-categories, A mt, ° est l'oo-groupoi'de universel muni d'un morphisme 
vers A. 

Plus generalement on definit I'interieur k-groupique A mt,k d'une n-categorie de Segal 
A, pour tout k < n. D'abord on definit A mt ' k ' C A comme la sous-n-precat de Segal avec 
a e Am contenu dans A l M t)k si et seulement si f*a est une i-fleche inversible a homotopie 
pres pour tout morphisme / : P — > M avec k < i < n. Autrement dit, c'est seulement 
pour i > k qu' on ne conserve que les i-fleches inversibles a homotopie pres. Ici encore, 
on verifie que A mt ' k ' est une n-categorie de Segal /c-groupique (i.e. dont les i-fleches sont 
inversibles a homotopie pres pour i > k). Comme precedemment, on introduit 

A int,k ._ ^ kA int,k'^ 

qui est une /c-categorie de Segal. On a 

n_ Aint.k ~ Aint.k' 
n-k,Se ° A = A . 

En termes d'oo-categories, A mt,k est 1' oo-categorie /c-groupique universelle munie d'un 
morphisme vers A. 

Si on veut appliquer ces constructions a une n-precat de Segal il faut d'abord appliquer 
l'operation SeCat pour avoir une n-categorie de Segal (le cas echeant, ceci sera sous- 
entendu dans la notation: A mt ' k := SeCat(A) mt ' k ). 

Pour k < I < n on a (A mt > l ) mt > k = A mt ' k a une equivalence — qu'on omettra de 
mentionner — pres. D'autre part on a 

r< m (A mt ' k ) = T< m A 

pour m < k, et 

_ / Aint,k\ ( _ \int,k 
T< m \A ) = {T< m ) 

pour k < m. Si A — > B est une equivalence de n-categories de Segal alors il en est de 
meme de A mt ' k — > B mt ' k . De plus, A est /c-groupique si et seulement si A mt ' k — > A est 
une equivalence. 

Enfin, on peut utiliser ces constructions pour relier une n-categorie de Segal A a sa 
troncation T<k{A). Rappelons que pour k > n on a deja un morphisme Uk- n ,Se 
T<k(A). Si de plus k < n, on a un couple de morphismes 

U^SeOA^^A 

et 

A mt ' k -> r< fc (A). 
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Comment obtenir une structure de categorie de modeles fermee 



Avant d'aborder la preuve du theoreme |2]3|, nous extrayons de [|63]] , (46|, []59[] , et plus 



specialement de Dwyer-Hirschhorn-Kan 0] un enonce qui exprime exactement ce qu'il 
faut demontrer pour obtenir une structure de categorie de modeles fermee comme dans 
Un enonce de meme nature se trouve dans le livre de Hovey (|6(J Theorem 2.1.11). 



Soit M une categorie et C C M une sous-categorie (i.e. classe de morphismes) . Soit 
encore I C C un sous-ensemble de morphismes. On dit que / engendre C si, pour tout 
morphisme / : B — > B' de M, la propriete de relevement |SB| vis-a-vis des morphismes 
de / assure la propriete de relevement vis-a-vis de tous les morphismes de C — i.e. pour 
tout diagramme 

E -> B 

I I 
E' -> B' 

avec E —>■ E' dans C, le morphisme diagonal existe. 

On va mentionner, sans donner de definition, la propriete pour / de permettre V ar- 
gument du petit objet ("small objet argument"), cf ]59) |46j et particulierement |j30| , 7.3. 



On note que si M admet un foncteur "ensemble sous-jacent" M — > Ens convenable, alors 
tout sous-ensemble I de morphismes permet l'argument du petit objet ([[3(J 8.5, |jB"9|). Ce 



sera le cas dans tous les exemples qu'on va considerer. En fait, dans ce cas on pourra 
dire que toute sous-categorie C C M qui est definie par des conditions ensemblistement 
raisonnables, aura un sous-ensemble generateur I C C permettant l'argument du petit 
objet — voir par exemple l'argument de Jardine [|63]| . De fagon generale nous ne donnerons 
pas de preuve pour ce type de condition. 

Expliquons maintenant comment nous allons parler de "propriete de relevement". II 
y a deux cas: soit on se donne le morphisme B — > B' et on veut avoir la propriete de 
relevement dans le diagramme ci-dessus pour tout morphisme E — > E' dans une certaine 
classe; soit on se donne E — > E' et on veut avoir la propriete pour tout B — > B' dans 
une certaine classe. Au lieu de faire la distinction en parlant de "relevement a gauche" et 



"relevement a droite" (comme le fait Quillen [83[ — mais nous n'arrivons pas a retenir ou 
est la gauche dans cette affaire) nous laisserons au lecteur le soin de deduire du contexte 
ce qu'on veut dire, sachant que les "cofibrations" sont toujours a gauche et les "fibrations" 
a droite dans ce genre de diagramme. 

On rappelle la notion de categorie de modeles fermee engendree par cofibrations de 
Hirschhorn [5{| f30| : c'est une cmf M, admettant toutes les limites et colimites, et telle 
que les sous-categories cof C M et cof fl W C M de cofibrations et de cofibrations 
triviales admettent des ensembles generateurs permettant l'argument du petit objet. 

On donne ici une version du lemme de reconnaissance ([pi 8.1, qu' Hirschhorn at- 



tribue a Kan cf [59 ). Notre version n'est pas la plus generale, mais en revanche integre 
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quelques remarques-cles qui se trouvent seulement plus loin dans fl3~0fl , au moment de 



la demonstration de la structure de cmf pour les categories simpliciales ( |]3~0| 48.7). Le 
lemme et sa preuve sont contenus implicitement dans 1' argument de Jardine []63| et c'est 
par ailleurs plus ou mo ins sous cette forme que le deuxieme auteur a recopie 1' argument de 
Jardine dans p| . D'autre part, l'argument se trouve (eparpille) dans ||46|| , ou encore (avec 



une liste analogue d'axiomes) dans |fT7| . Voir egalement l'enonce de Hovey 2.1.11. 
Nous conseillons au lecteur qui veut comprendre cette demonstration, de se reporter aux 
references § @ § § [§. 



Le lemme suivant se trouve done entierement dans les references ci-dessus. 

Lemme 2.5 Soit M une categorie avec deux sous-categories W C M et cof C M dites 
d' equivalences faibles et de cofibrations (et on dit que cof R W est la sous- categorie des 
cofibrations triviales). Supposons que: 

(0) M admet toutes les limites et colimites indexees par des petites categories; 

(1) tout retracte d'un morphisme de W (resp. de cof) est dans W (resp. dans cof); 

(2) W satisfait "trois pour le prix de deux" : si deux parrai f , g, fg sont dans W alors 
le troisieme aussi; 

(3) tout morphisme qui possede la propriete de relevement par rapport aux morphismes 
de cof , est dans W ; 

(4) cof admet un sous-ensemble generateur I C cof permettant l'argument du petit 
objet; 

(5) de meme, cof R W admet un sous-ensemble generateur J C cof D W permettant 
l'argument du petit objet; 

(6) cof est stable par coproduit (i.e. si A — > B est dans cof et A —>■ A' est quelconque, 
alors A' — ► B U A A' est dans cof) et par colimite sequentielle transfinie (voir fi5tyj jffZ]/ 
pour la definition) ; et 

(7) de meme, cof H W est stable par coproduit et colimite sequentielle transfinie. 
Alors, en notant fib C M la sous- categorie dite "des fibrations" egale a la classe des 

morphismes qui possedent la propriete de relevement par rapport aux cofibrations triviales, 
(M, W, cof, fib) est une categorie de modeles fermee engendree par cofibrations. 



Preuve: On applique le critere de reconnaissance ( |p0| 8.1) (dont on adopte les notations 
pour la presente preuve) . Le fait que I engendre cof en notre sens (4) , imp li que cof C I- 
cof. Dans l'autre sens, d'apres ( |30| 7.3 (ii)), les morphismes de J-cof sont retractes 



de limites sequentielles de coproduits par des morphismes de /; done par nos conditions 
(1) pour cof et (6), on a /-cof C cof et done /-cof = cof. De meme en utilisant nos 
proprietes (5) et (1) pour cof + (7), on a J-cof = cofdW. Ceci nous donne les premieres 
conditions de [0 8.1 (ii) et (iii), i.e. que J-cof = /-cof R W. Les conditions du debut 
de O 8.1) sont notre (1) pour W et notre (2). La condition (|8.1(i)) resulte de (4) 
et (5). Enfin notre (3) donne Z-inj C W, et comme le relevement pour / (resp. J) est 
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equivalent au relevement pour cof (resp. cof H W), il est clair qu'on a I-inj C J-inj. 
Ceci donne la deuxieme partie de ( pOfl 8.1 (ii)), a savoir J-inj C J-inj fl W. □ 



Remarque: II resulte immediatement de la definition de PD[ que si (M, W, co/) est 



une categorie de modeles fermee engendree par cofibrations, alors les proprietes (0)-(7) 
sont satisfaites. II peut etre utile de noter que la partie de la definition de cmf engendree 
par cofibrations qui va au-dela des axiomes de Quillen, consiste en: (0) pour les limites 
et colimites infinies; (4) et (5); et (6) et (7) pour les limites sequentielles. 

Remarque: Lorsque nous appliquerons ce lemme, nous ne verifierons pas les conditions 
(4) et (5), qui seront consequences de l'existence d'un foncteur "ensemble sous-jacent" et 
du fait que cof et W seront (ensemblistement) raisonnables. Voir dans Jardine |k| 
la technique necessaire pour obtenir une demonstration rigoureuse de (4) et (5) dans 
notre type de situation (il traite le cas des prefaisceaux simpliciaux mais sa technique 
est tres generale). D'autre part, les cofibrations seront en general simplement les mor- 
phismes qui induisent des injections sur les ensembles sous-jacents; done (1) pour cof et 
(6) seront evidents. L'existence de limites et colimites sera une consequence immediate de 
la definition de la categorie M (generalement comme categorie de prefaisceaux d'ensembles 
sur une certaine categorie). En somme, nous verifierons seulement (1) pour W, (2), (3) 
et (7). La principale difficulte sera constitute par (7). 



Demonstration du theoreme 12.3 



On pourrait simplement recopier la demonstration de |94| en remplagant "n-precat" par 



"n-precat de Segal" . Nous allons indiquer cependant comment obtenir la demonstration 

sans 



en utilisant le lemme |2.5| et en utilisant directement une partie des resultats de |p4 
tout recopier. Au passage, la presente demonstration ameliore celle du §6 de |94| en 
remplagant l'argument ad hoc pour la condition CM5(2) par la condition (3) du lemme 
P~5| (plus, implicitement, via ce lemme, l'argument du petit objet). 

Comme dans la remarque precedente, les conditions (0), (1) pour cof, et (6) sont 
immediates. Nous n'allons pas traiter les conditions (4) et (5) qui sont de nature ensemb- 
liste. II reste done a traiter (1) pour W, (2), (3), et (7). Fixons n et traitons la categorie 
nSePC des n-precats de Segal. 

Soit / : A — ► B un morphisme de n-precats de Segal. Supposons que / est retracte 
d'une equivalence faible g. Alors SeCat(f) est retracte de SeCat(g) et pour tout m, 
Il m o SeCat(f) est retracte de Il m o SeCat(g). Ces derniers sont des morphismes de 
n + m-categories, done la fermeture sous retractes de la classe des equivalences entre 
n + m-categories ( H94j §6) implique que U m o SeCat(f) est une equivalence. Ce fait etant 
vrai pour tout m, il s'ensuit que SeCat(f) est une equivalence done, par definition, / est 
une equivalence faible. Ceci prouve (1) pour W. 
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De la meme fagon la propriete (2) "trois pour le prix de deux" est une consequence 
immediate (via la construction U m oSeCat) de la meme propriete pour les n+m-categories 
pour tout m (||94 Lemma 3.8). 



Pour la propriete (3), si n = 0, la propriete (3) est bien connue pour les ensembles 
simpliciaux; on suppose done n > 1, et on suppose que (3) est connu pour n—\. Supposons 
qu'un morphisme / : A — > B dans nSePC satisfait la propriete de relevement par rapport 
a toute cofibration E <^-> E' . Avec la cofibration <^-> * on obtient que / est surjectif 
sur les objets. On rappelle maintenant une construction de qui sera utilisee souvent 
au travers du present papier. Si E est une n — 1-precat on definit la rz-precat T(E) avec 
deux objets T(E) = {0, 1} et avec 

T(E) p/ (x , ...,x p ) 

egal a E si xq = ... = Xi = et Xi + \ — . . . — x p — 1 (0 < i < p) ; egal a * si 
Xq — . . . — x p — ouio = . . . = Xp — 1; et egal a sinon. Un morphisme T(E) — > A n'est 
rien d'autre qu'une paire d'objets (x, y) G A Q x A Q munie d'un morphisme E — > Ay(x, y). 
On revient a la demonstration de la propriete (3). La propriete de relevement pour / vis-a- 
vis de toute cofibration, s'applique en particulier a T(E) — > T(E') pour toute cofibration 
E — > E' de n — 1-precats de Segal. Ceci implique que si x, y 6 Aq alors le morphisme 

Ay(x,y) -> By(x : y) 

de n — 1-precats de Segal, a la propriete de relevement pour toute cofibration de n — 1- 
precats de Segal. La propriete (3) en degre n—1 implique que A 1 /(x, y) — > B 1 /(x, y) est une 
equivalence faible. Le meme type d'argument (en utilisant la variante de la construction 
T(E) notee \p]E dans [^3 2.4.5) montre que 



A p/ (x , . . . , Xp) -> B p/ (f(x ), f(x p )) 

est une equivalence faible. II resulte clairement de la description de SeCat comme com- 
posee d'operations de la forme Fix et Gen[m] (voir les remarques suivant le lemme |2.2|) , 
que SeCat(A)i/(x, y) — > SeCat(B)x/(f(x), f(y)) est une equivalence. Done SeCat(f) est 
pleinement fidele, done e'est une equivalence, et / est une equivalence faible. Ceci donne 
la propriete (3). 

Pour la propriete (7), so it 

B <- A -> C 

un diagramme ou A — > B est une cofibration triviale. Comme on l'a remarque ci-dessus, 
le theoreme de Seifert-Van Kampen, Theorem 9.1 de MM, donne une equivalence 



(n m o b) u( n - oA ) (n m oC)^n ra o(B u A c). 
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La propriete de preservation des cofibrations triviales par coproduit dans le cadre des 
n + m-precats non de Segal (@] Lemma 3.2) implique done que 

n m oC^n m o(Bu A c) 

est une equivalence faible. Ce fait etant vrai pour tout m, il s'ensuit que C — > B U A C 
est une equivalence faible (il convient de rappeler ici que par convention nous avons 
precompose l'operation U m par SeCat). Ceci donne (7). □ 



Classes d'homotopie de morphismes 

On rappelle (Quillen |83fl ) que si M est une categorie de modeles fermee et si W C M 
est la sous-categorie dont les morphismes sont les equivalences faibles, alors la categorie 
localisee 

Ho(M) := W~ X M 

au sens de Gabriel-Zisman [^TJ possede d'autres descriptions utiles. Soient M c , Mf et M c f 
les categories d'objets cofibrants, fibrants et cofibrants et fibrants, respectivement. Soient 
W c , Wf et W c f les intersections de W avec celles-ci. Alors les localises W^ X M C , Wj l Mf 
et W~^M c f sont toutes trois equivalentes (via les foncteurs induits par les inclusions) 
a Ho{M). Si on note nM c f la categorie dont les objets sont les objets de M c / et les 
ensembles de morphismes sont les ensembles de classes d'homotopie de morphismes de 
M c f HH, alors 7rM c / est aussi equivalente a Ho(M). Plus generalement, pour A, B e M, 



si on choisit des equivalences faibles A' = A et B = B' avec A 1 cofibrant et B' fibrant, 
alors Hom,Ho(M)(A, B) est l'ensemble de classes d'homotopie de morphismes A 1 — > B'. 
Suivant Quillen [Q, on va adopter la notation 

[A, B] := Hom H o(M)(A,B) 

pour l'ensemble des morphismes de A vers B dans Ho(M), avec A,B 6 Ob(M). En 
resume, si A est cofibrant et I? fibrant alors tout element de [A, B] provient d'un mor- 
phisme A — » 5 de M, et deux tels morphismes donnent le meme element de [A, B] si et 
seulement s'ils sont homotopes au sens de |83 . 



On applique ceci avec M = nSePC. Dans ce cas, on a un objet I, la categorie 
avec deux objets 0, 1 lies par un isomorphisme, considere comme n-categorie de Segal 
(voir la rubrique "Induction" ci-dessus). Cet objet sert d'intervalle, i.e. pour tout objet 
A G nSePC, A x I est un objet ll A x J" au sens de Quillen ]53] et pour B fibrant, 



deux morphismes f,g:A—>B sont homotopes si et seulement s'il existe un morphisme 
h : A x I — > B avec /i|ax{o} = f et ^|ax{i} =9- Si A et 5 sont deux objets de nSePC 
alors on peut calculer 

[A, B] = Hom Ho{nS ePC)(A,B) 
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en choisissant une equivalence faible B —> B' vers un objet fibrant et (grace au fait que A 
est automatiquement cofibrant) en prenant l'ensemble des morphismes A —>■ B' modulo 
la relation d'homotopie explicitee plus haut a l'aide de I. Voir Cordier ||108|| qui fait cette 
observation dans le cadre des diagrammes homotopie-coherents. 
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3. Les n-prechamps de Segal 



Soit maintenant X un site, i.e. une categorie munie d'une topologie de Grothendieck. 
Rappelons que ceci veut dire une collection de cribles B C X/X, avec X variable, verifiant 
certains axiomes (voir || [0 p7|). 

Un n-prechamp de Segal au-dessus de X est un foncteur de X° dans la categorie 
nSePC des n-precats de Segal, autrement dit c'est un prefaisceau de n-precats de Segal 
sur X. Par exemple pour n = c'est simplement un prefaisceau d'ensembles simpliciaux 
sur X. 

On note nSePCh(X) ou simplement nSePCh la categorie des n-prechamps de Segal 
au-dessus de X avec les morphismes respectant strictement la structure (i.e. les mor- 
phismes de prefaisceaux a valeurs dans nSePC). 

Insistons sur le fait qu'il s'agit de foncteurs stricts de X° vers la 1-categorie nSePC 
ou les morphismes sont les morphismes de n-precats de Segal respectant strictement la 
structure; en particulier on ne considere pas pour le moment de "prefaisceaux faibles" ou 
"laches". Ceci sera justifie ulterieurement par le theoreme |12.1| et en particulier sa partie 
"strictification" qui est, en fait, le corollaire |18.5| . 

On peut appliquer l'operation r< m a un n-prechamp de Segal A: d'abord on remplace 
chaque A(X) par la n-categorie de Segal SeCat(A(X)) et ensuite on applique objet-par- 
objet la troncation r< m decrite dans la section precedente. 



Pour n = on dispose de la categorie de modeles fermee de Jardine [|kj des pre- 
faisceaux simpliciaux: les cofibrations sont les injections, les equivalences faibles sont celles 
d'lllusie p2"| , et les fibrations sont determinees par la propriete de relevement. Jardine 



montre dans |k| que ces trois classes donnent une structure de categorie de modeles 
fermee. 

Pour n > on va suivre le fil de l'argument de Jardine |63| (qui est en quelque 
sorte resume dans le lemme |2.5|) . Pour commencer, on impose — comme Jardine — que les 
cofibrations de n-prechamps de Segal soient les injections, i.e. les morphismes A — > B tels 
que A(X) — > B(X) soit une cofibration pour tout X E X. 



La difference principale avec |63| est qu'il faut donner une definition recursive (sur 
n > 0) de l'equivalence faible. On dira qu'un morphisme A — > B de n-prechamps de 
Segal, ou tous les A(X) et B(X) sont des n-categories de Segal, est une equivalence faible 
si: 

— pour tout X & X et tout x,y G A (X) le morphisme 

Ai/(x,y) Bi/(x,y) 

est une equivalence faible de n — 1-prechamps de Segal au-dessus de X/X; et 

— le morphisme de prefaisceaux d'ensembles t<qA — > t<qB sur X induit une surjection 

sur les faisceaux associes. 
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On dira qu'un morphisme A — ► B de n-prechamps de Segal est une equivalence faible 
si le morphisme SeCat(A) — > SeCat(B) est une equivalence faible au sens de la definition 
ci-dessus. 

Rappelons que pour n = on a pris l'equivalence d'lllusie comme notion d'equivalence 
faible (les definitions ci-dessus n'ayant pas vraiment de sens). On peut observer que ce 
choix est compatible avec la construction Tl m ,se ° A et l'operation de troncation, voir le 
lemme |3]6] et le corollaire [3/7] ci-dessous. 

Un morphisme de n-prechamps de Segal est une fibration s'il possede la propriete de 
relevement vis-a-vis des cofibrations triviales. 

Comparaison avec la topologie grossiere: Notons Q la topologie de Grothendieck donnee 
sur X pour la distinguer de la topologie grossiere. On rappel que la topologie grossiere 
est celle oil la seule crible recouvrant X 6 X est B = X/X (autrement dit pour qu'une 
famille recouvre X il faut qu'elle contient X). On utilisera souvent cette topologie done 
il convient de comparer les notions principales pour Q et pour la topologie grossiere. La 
classe des cofibrations ne depend pas de Q. Soit / : A — > B un morphisme de n-prechamps 
de Segal. Alors: 

— / est une equivalence faible pour la topologie grossiere si et seulement si pour tout 

X 6 X, A(X) — > B(X) est une equivalence faible de n-precats de Segal; 

—si / est une equivalence faible pour la topologie grossiere alors / est une ^-equivalence 

faible; 

— si / est une (/-fibration alors / est une fibration pour la topologie grossiere; 

—si / est une fibration pour la topologie grossiere alors chaque fx '■ A(X) — ► B(X) est 

une fibration de n-precats de Segal; 



— (ici on utilise le Theoreme [D] ci-dessous) / est une ^-fibration triviale si et seulement 
si / est une fibration triviale pour la topologie grossiere. 

On revient maintenant a la consideration de notre site X avec sa topologie Q . 

Theoreme 3.1 La categorie nSePCh(X) des n-prechamps de Segal avec les trois classes 
de morphismes (cofibrations, Q- equivalences et Q-fibrations) est une categorie de modeles 
fermee. 

Pour n = e'est le theoreme de Jardine [63||, Joyal |65 |, K. Brown [19]. On peut done 



supposer n > 1 et supposer par recurrence que le resultat est vrai pour n — 1. 

Pour la demonstration du Theoreme |3.1| on aura besoin de la notion suivante. Soit 
/ : A — » B un morphisme de n-prechamps de Segal. On dira que / est une equivalence 
preliminaire si: 

— le morphisme de prefaisceaux d'ensembles Aq — ► Bo induit un isomorphisme entre les 
faisceaux associes; et 

—pour tout X & X et pour chaque suite d'objets Xq, . . . ,x m G A (X) le morphisme 

A m /{x , . . . j Xm 

) -> B m/ (f(x ),...,f(x m )) 
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est une equivalence faible de n — 1-prechamps de Segal sur X/X. 



Lemme 3.2 Soit 

A ^ B 

i I 
A' S B' 

un diagramme commutatif de morphismes de n — 1-prechamps de Segal, oil B et B' sont 
des prefaisceaux d 'ensembles. Supposons que le morphisme vertical de droite (qu'on note 
g ) induit un isomorphisme entre les faisceaux associes. Alors le morphisme A — > A' est 
une equivalence faible de n — 1-prechamps de Segal si et seulement si pour tout X & X et 
x G B(X) le morphisme p' 1 (x) — > q^ 1 (g{x)) est une equivalence faible de n — 1-prechamps 
de Segal. 

C'est une consequence directe de la definition de l'equivalence faible. □ 



Corollaire 3.3 Un morphisme A — > B de n-prechamps de Segal est une equivalence 
preliminaire si et seulement si pour tout m e A le morphisme A m / — > B m / de n — 1- 
prechamps de Segal est une equivalence faible. Dans ce cas les morphismes 

A\/ x Ao . . . x Ao Ax/ — > B X / x Bo ... x Bo Bi/ 

sont aussi des equivalences faibles. 

On note que pour m = c'est la premiere condition pour une equivalence preliminaire; 
pour la deuxieme condition on applique le lemme precedent. □ 



Lemme 3.4 Soit f : A — » B une equivalence preliminaire de n-prechamps de Segal. 
Alors f est une equivalence faible de n-prechamps de Segal. 

Preuve: Le cas ou les A(X) et B(X) sont des n-categories de Segal est immediat. II 
suffit done de prouver que si / est une equivalence preliminaire alors il en est de meme 
de SeCat(f) : SeCat(A) — > SeCat(B). Pour ceci on analysera les etapes decrites dans 
|94| pour passer de A a SeCat(A) (la discussion de pour l'operation Cat s'adapte 



directement pour l'operation SeCat, comme on Fa rappele au §2). En outre, il s'agit ici 
de prefaisceaux de n-precats de Segal sur X; l'operation SeCat est faite objet-par-objet 
(elle est fonctorielle). La construction SeCat est obtenue en iterant les constructions 
notees Fix et Gen[m] dans [Q et au §2 ci-dessus. L'operation Fix preserve le type 
d'equivalence faible des A m / done il est clair qu'elle preserve la condition d'etre une 
equivalence preliminaire. II s'agit done de traiter de Gen[m). 
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L 'operation Gen[m] comporte d'abord une etape notee A i— > A' dans fl94| , qui preserve 



le type d'equivalence faible des Nous pouvons done ignorer cette operation et noter 
encore A (resp. B) son resultat. 

Ensuite on considere un diagramme de la forme 

A m / -> G[m\{A) ^ Ay x Ao ...x Ao Ay 

ou g est une cofibration triviale de n-prechamps de Segal objet-par-objet (i.e. pour la 
topologie grossiere). (NB la notation Q[m] n'a pas de lien avec la notation Q pour la 
topologie de Grothendieck, on garde Q[m] seulement pour respecter les notations de PH .) 
Maintenant Gen[m](A) p / est le coproduit de A p / et A m / — > Q[m](A) pour divers mor- 
phismes A m i — > A p / induits par divers morphismes p — > m. La stabilite des cofibrations 
^-triviales par coproduit avec des objets cofibrants, pour les n — 1-prechamps de Segal, 
est une consequence du Theoreme |3.1| pour n — 1, via le lemme de Reedy ||86|| . Done le 
fait que les morphismes 

Q[m]{A)^g{m]{B) 

et 

A p/ -> B p/ 

soient des equivalences faibles de n — 1-prechamps de Segal implique qu'il en est de meme 
de Gen[m](A) p / — > Gen[m](B) p /. On obtient par le corollaire ^]3| que Gen[m](A) — > 
Gen[m](B) est une equivalence preliminaire. En observant que l'equivalence faible des 
n — 1-prechamps de Segal et done l'equivalence preliminaire des n-prechamps de Segal est 
preservee par colimite filtrante, on obtient que SeCat(A) — > SeCat(B) est une equivalence 
preliminaire, done une equivalence faible. □ 

Lemme 3.5 La propriete d'etre une equivalence faible est locale: si f : A —>■ B est un 
morphisme de n-prechamps sur X /X et si B C X/X est un crible couvrant X alors f 
est une equivalence faible si et seulement si pour tout Y E B, f\x/y est une equivalence 
faible. 

Preuve: On raisonne par recurrence sur n. Pour n = e'est une consequence directe de 
la definition d'lllusie. Si on suppose que e'est vrai pour n — 1 alors il suffit (au vu de la 
definition d'equivalence faible) d'observer que le fait que T<oSeCat(A) — > T< SeCat(B) 
induise une surjection sur les faisceaux associes est une propriete locale; ce qui est evident 
(on utilise ici les axiomes d'une topologie de Grothendieck). □ 



Demonstration du theoreme \3. 1\ : Notre preuve est modelee sur l'argument de Jardine 



et nous appliquons done notre lemme ^3 
La propriete (0) est immediate. 
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II est facile de voir que les equivalences faibles sont stables sous retractes, par recurren- 
ce sur n (le cas n = est consequence directe de la definition d'equivalence faible d'lllusie). 
La stabilite des cofibrations sous retractes est immediate, ce qui donne la condition (1) 



de 2.5 



Pour la propriete "trois pour le prix de deux" ((2) du ^5|) , soient / : A — > B et 



g : B — > C deux morphismes. II est immediat que si / et g sont des equivalences faibles 
alors gf aussi; et que si gf et g sont des equivalences faibles alors / aussi (on remarque que 
la premiere condition pour g entraine que le morphisme t< B — > r< C induit une injection 
entre les faisceaux associes, done la surjectivite essentielle de gf implique celle de /). II 
faut montrer que si gf et / sont des equivalences faibles alors g est une equivalence faible. 
La condition d'essentielle surjectivite est evidente; le probleme est la premiere condition 



(voir la demonstration analogue dans f94j| , Lemma 3.8). Cette condition est facile a verifier 
pour des objets x,y G B (X) de la forme x = f{u) et y = f{v) avec u, v G A (X). Pour 
le cas general, soient 1,1/6 Bq(X). Alors pour tout Y dans une famille couvrante de X 
on peut trouver des objets uy et vy dans A (Y) avec des equivalences 

i : f(u Y ) = x\ Y , j:f(v Y )=y\y 

(ce sont des 1-morphismes dans B{Y)). On peut dire que "la composition avec % et j" 
induit une equivalence objet-par-objet entre Bi/(f{uy), f(vy))\x/y et B 1 /(x,y)\x/y (pour 
preciser ceci il faut une discussion analogue a celle precedant le Lemma 3.8 dans f94j). Le 
fait que 

B 1/ (f(u Y ),f(v Y ))\x/Y ^ Ci/(gf(uY),gf(v Y ))\ x /Y 
soit une equivalence implique que 

Bi/(x,y)\ X /Y -> C l/ (g(x) 1 g(y))\ x/Y 

est une equivalence. Ceci pour tout Y dans la famille couvrant X. Comme la condition 
d'etre une equivalence faible est locale (lemme |3~5|) on obtient que 



Bi/{x,y)\ x /x ^ C l/ (g(x),g(y))\ x /x 

est une equivalence, ce qui est la condition cherchee. 

Si B' — > B est un morphisme qui possede la propriete de relevement pour toute 
cofibration A — > A', alors on obtient en particulier la propriete de relevement vis-a-vis des 
cofibrations de la forme Cx — ► C' x ou Cx est le n-prechamp de Segal engendre librement 
par une n-precat de Segal C au-dessus d'un objet X G X\ et ce morphisme provient par 
la meme construction d'une cofibration C — > C. Un morphisme Cx —> B' s'identifie a un 
morphisme C — > B'(X), et done pour tout X G X, B'(X) — ► B(X) possede la propriete 
de relevement vis-a-vis des cofibrations de n-precats de Segal. Ceci implique (par |2~3|) 
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que B'(X) — > B(X) est une equivalence faible, done B' —> B est une equivalence faible 
objet-par-objet i.e. pour la topologie grossiere. On obtient ainsi la condition (3) de |2T5| . 
Comme d'habitude nous laissons au lecteur les questions ensemblistes (4) et (5) de 



2.5 



La stabilite des cofibrations par coproduit ((6) du |2.5| ) est immediate. II ne reste done 
qu'a demontrer la stabilite des cofibrations triviales par coproduit, la condition (7) de |2.5|, 



ce qui occupera le reste de la demonstration (nous laissons au lecteur le soin de verifier 
la stabilite des cofibrations triviales par limite sequentielle) . 

Soient A — > B une cofibration ^-triviale et A — > C un morphisme de n-prechamps de 
Segal. Soit P := B U A C . On veut montrer que C — > P est une cofibration £?-triviale. 
II suffit de montrer que SeCatiC) — > SeCat(P) est une ^-equivalence faible, or on sait 
(Theoreme |2.3| ) que le morphisme 

SeCat(B) u SeCat ^ SeCat{C) -> SeCat{P) 

est une equivalence faible objet-par-objet. Le morphisme SeCat(A) — > SeCat(B) est 
encore une cofibration £?-triviale. Quitte a remplacer A, B et C par SeCat(A), SeCat(B) 
et SeCatiC) respectivement, on peut done supposer que, pour tout X, A(X), B(X) et 
C(X) sont des n-categories de Segal. 

On traite d'abord quelques cas particuliers. 
Cas 1. On suppose que A — > B induit un isomorphisme sur les faisceaux associes. Dans 
ce cas, il est facile de voir que A — > B est une equivalence preliminaire. Le resultat qu'on 
est en train de demontrer, applique aux n — 1-prechamps de Segal et combine avec le 
Corollaire [3.3|, implique que C — > B U A C est une equivalence preliminaire. Le Lemme 3.4 
implique alors que e'est une equivalence faible. 

Cas 2. On suppose que A — > B est une equivalence faible et que pour tout X 6 X le 
morphisme A{X) — * B(X) est essentiellement surjectif. On commence par remarquer que 
le present Theoreme [3.1| est immediat dans le cas de la topologie grossiere. II en resulte 
qu'il existe une factorisation 

A—>B'^B 

dans laquelle, pour la topologie grossiere, le premier morphisme est une cofibration et le 
deuxieme est une fibration triviale. Soit B" C B' defini par la condition que pour tout 
X e X, B"(X) C B'(X) est la sous-n-categorie de Segal pleine ayant pour objets ceux 
qui sont dans l'image de A . Le morphisme B"(X) — > B(X) est encore essentiellement 
surjectif et pleinement fidele (car B'(X) — > B(X) est une equivalence de n-categories de 
Segal). Done B" — > B est une equivalence pour la topologie grossiere. Notre morphisme 
se factorise a travers une cofibration A — > B". Le lemme de Reedy (cf |30[ 



qui s'applique ici car tous les objets sont cofibrants, implique que le morphisme 

B" U A C -> BU A C 
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est une equivalence pour la topologie grossiere. II suffit alors de savoir que 



C -> B" U A C 



est une equivalence faible. Le morphisme A — > .Bq est un isomorphisme (et A — > S" 
est une equivalence faible car £>" est objet-par-objet equivalent a B), done notre Cas 1 
s'applique. 

Fin de la demonstration: On traite maintenant le cas general (avec les memes notations 
B ^— A — > C). Soit C/q C -Bo l'image de A . Soit [/ c B le sous-n-prechamp de Segal 
plein ayant U comme ensemble d'objets. Par ailleurs, pour X 6 X, soit V (X) le sous- 
ensemble des objets de B (X) qui sont equivalents a un objet de U (X) et soit V C B 
le sous-n-prechamp de Segal plein correspondant. Objet-par-objet, le morphisme U — > V 
est essentiellement surjectif et pleinement fidele, done notre Cas 2 s'applique. 

Le morphisme A — > U est une equivalence faible et il est bijectif sur les objets; done 
le Cas 1 s'applique. 

Enfin le morphisme de prefaisceaux d'ensembles Vq — > -Bo induit un isomorphisme 
entre les faisceaux associes: l'injectivite decoule du fait que le morphisme de prefaisceaux 
est injectif; et la surjectivite decoule du fait que tout objet de B (X) est localement 
equivalent a un objet qui provient de A , done aussi de V . Et done le Cas 1 s'applique a 
nouveau. 

On a ainsi une suite de cofibrations 



A -»■ U -> V -> B 



avec qui les coproduits induisent des equivalences faibles d'apres les cas 1, 2 et 1 respec- 
tivement. Ceci prouve que le coproduit le long de A — > B induit lui aussi une equivalence 
faible. □ 



Compatibilite avec les troncations 

Soit A un m-prechamp de Segal, et A — > A' un remplacement equivalent objet-par- 
objet tel que les A'(X) soient des m-categories de Segal (e.g. A' est un remplacement 
fibrant pour la topologie grossiere). On considere le n-prechamp sur X: 

T< n A :=X^r< n (A'(X)). 



On utilise ici le mot "n-precat" dans son sens de |)4j] et "n-prechamp" pour prefaisceau 
de n-precats. 

Remarque: cette construction a ete note r<^ par le deuxieme auteur dans d'autres 
papiers; en effet, dans ces papiers on avait reserve la notation r< n pour le champ associe 
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(cf §9 et §13 ci-dessous) a r<^ e ; mais du point de vue qu'on adopte ici, un prechamp est 
faiblement equivalent a son champ associe, et on n'a pas besoin de faire cette distinction 
de notation. II faudra cependant faire attention que si A est un champ (cf §9) alors r< n A 
n'est plus forcement un champ. 

Lemme 3.6 Soit f : A — > B un morphisme de m-prechamps de Segal. Alors f est une 
equivalence faible pour la topologie Q si et seulement si, pour tout n, 

est une Q-equivalence faible de n-prechamps. 

Preuve: On verifie d'abord que si A et B sont des n-prechamps de n-groupoides alors 
/ : A — > B est une equivalence faible (en utilisant notre definition pour les n-prechamps de 
Segal) si et seulement si $l>oA — ► 3ft>o-B est une equivalence faible d'lllusie de prefaisceaux 
simpliciaux. On montre ceci par recurrence sur n, on peut done supposer que e'est vrai 
pour n — 1. Pour x, y G A (X) on a 

Path x >m> A 3?> (Ai/(x,y)) 

(objet-par-objet on deduit ceci de p8|), et la meme chose pour B. Grace a l'hypothese 
de recurrence on obtient que 

Ay(x,y) -> Bx/(fx, fy) 

est une equivalence faible si et seulement si 

Path x m> A -> Path fxJ m> B 

est une equivalence faible d'lllusie. D'autre part le prefaisceau d'ensembles t< A est 
isomorphe au prefaisceau d'ensembles n o 3?> A, done on obtient que 

t< A -> r< B 

induit une surjection entre les faisceaux associes, si et seulement si 

7T O K> A -> 7T O 3£> 0j B 

induit une surjection entre les faisceaux associes. On conclut cette partie en remarquant 
qu'un morphisme / : U — > V de prefaisceaux simpliciaux est une equivalence faible 
d'lllusie, si et seulement si (a) pour tout x, y G Uq(X), Path x ' y (U) — ► Path^ x ^ y {V) est 
une equivalence faible d'lllusie, et (b) le morphisme 7r o U — >• 7r o V induit une surjection 
entre les faisceaux associes (l'argument pour justifier cette remarque est immediat). 
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Maintenant on traite le lemme pour m = 0: soit / : U — > V un morphisme de 
prefaisceaux simpliciaux. On sait que la troncation de Postnikov F — > Kr<„F respecte 
les 7Tj pour i < n. II s'ensuit que / est une equivalence faible d'lllusie si et seulement si 

est une equivalence faible d'lllusie pour tout n. En appliquant le resultat du paragraphe 
precedent, on obtient que / est une equivalence faible d'lllusie si et seulement si 

T<n{f) ■ r< n U -> T< n V 

est une equivalence faible pour tout n, ce qui donne le lemme pour m — 0. 

On traite maintenant le cas general par recurrence sur m > 1; on suppose que le 
resultat est vrai pour m — 1. Pour f : A ^ B et x,y E A(X) on a 

(r< n A)i/(a;, j/) = r< n _ 1 (A 1/ (a;, y)) 

et de meme pour _B (ces equivalences entrant dans un diagramme commutatif de naturalite 
pour /). Les A 1 /(x,y) sont des m — 1-prechamps de Segal. En utilisant l'hypothese de 
recurrence, on obtient que 

Ai/(x,y) -> By(fx, fy) 
est une equivalence si et seulement si 

(T< n A) 1/ (x,y) -> (T< n B) 1/ (fx, fy) 

est une equivalence pour tout n. D'autre part on a l'isomorphisme naturel 

r< A = T< (r< n A). 

Done t< A — > r< -B induit une surjection entre les faisceaux associes si et seulement si 

r< (r<„A) -> r< (r< nJ B) 

induit une surjection entre les faisceaux associes pour tout n. Ceci termine la preuve du 
lemme. □ 

Corollaire 3.7 Soient m et n fixes. Un morphisme f : A — > _B de m-prechamps de Segal 
est une Q -equivalence si et seulement si 

n n>5e o / : n n>5e o a -> n„ i5e o a 

est une Q -equivalence de n + m-prechamps de Segal. 

□ 
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Compatibilite avec le produit fibre homotopique 

La categorie de modeles fermee ci-dessus est presque propre. Le seul probleme est que 
nSePC elle-meme n'est pas propre (pour un contre-exemple, voir pif ). Les ^-equivalences 
sont preservers par produit fibre avec une fibration a condition que les valeurs des n- 
prechamps de Segal considered soient des n-categories de Segal. Pour n = (auquel cas 
il n'y a pas de condition) le fait que la cmf des prefaisceaux simpliciaux est propre est 
prouve par Jardine dans fl64"f . 

En fait on a un enonce un peu plus fort, a savoir la stabilite des ^-equivalences par 
produit fibre avec une fibration pour la topologie grossiere. Autrement dit, le produit 
fibre homotopique pour la topologie grossiere preserve les (/-equivalences. Cet enonce a 
ete conjecture pour n = par C. Rezk dans un courrier electronique a P. Hirschhorn 
f87| . Rezk montre la propriete analogue pour les prefaisceaux d'ensembles (i.e. le cas 
des 0-champs non de Segal). Encore plus interessant, Rezk montre, dans le cadre de 
la localisation par une pre-topologie (i.e. collection de cribles) quelconque, que cette 
propriete pour les "equivalences locales" est equivalente au fait que la pre-topologie soit 
une topologie i.e. satisfasse aux axiomes pour une topologie de Grothendieck. Le lemme 
suivant a done ete inspire par cette lettre de Rezk et nous remercions P. Hirschhorn de 
nous l'avoir fait suivre. 

Lemme 3.8 Si A — > B est une cofibration et A — > C une Q -equivalence faible alors 
B — > B U A C est une Q -equivalence faible. D 7 autre part, si f : F —> E est une fibration 
(merae seulement pour la topologie grossiere) et g : G — » E est une Q-equivalence faible, 
et si G(X) et E(X) sont des n-categories de Segal pour tout X £ X alors F x # G —>■ F 
est une Q-equivalence faible. 

Preuve: La premiere partie est immediate (e'est le "lemme de Reedy" |8(| [^] ]5D| ) car 
tous les objets sont cofibrants. 

Pour la deuxieme partie, de fagon generale, on notera F Xg G le produit fibre homo- 
topique objet-par-objet; il s'identifie (objet-par-objet) au produit fibre ordinaire dans le 
cas ou F — » E est une fibration pour la topologie grossiere et les G(X) et E(X) sont 
des n-categories de Segal (voir p3 Theorem 6.7). L'operation de troncation preserve — 
presque — le produit fibre homotopique en ce sens qu'on a une equivalence objet-par-objet 

r<n-i{F x h E G) = r< n _i (r< n F x h T<nE r< n G) . 

Cette formule se demontre pour les O-prechamps de Segal a l'aide de la suite exacte des 
groupes d'homotopie pour le produit fibre homotopique d'espaces. On l'obtient ensuite 
pour les n-prechamps de Segal par recurrence sur n (e'est le meme argument que ci- 
dessous) . 
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En utilisant cette formule et le lemme B.6L on se ramene au cas ou E, F et G sont 



des n-prechamps de Segal n-tronques dont les valeurs sont des n-categories de Segal 
(ils correspondent en fait a des n-prechamps non de Segal). Et on va traiter ce cas par 
recurrence sur n. Par exemple, s'il s'agissait au depart du cas des prefaisceaux simpliciaux, 
on se ramene au cas des prefaisceaux simpliciaux qui sont n-tronques objet-par-objet. 

On suppose done que E, F, G sont des n-prechamps de Segal n-tronques, et que les 
valeurs E(X), F(X) et G(X) sont des n-categories de Segal; avec un morphisme / : 
F — > E fibrant pour la topologie grossiere, et un morphisme g : G — > E qui est une 
^-equivalence faible. Le produit fibre homotopique objet-par-objet se calcule comme le 
produit fibre habituel F x E G. (Ici on utilise le theoreme 6.7 de dans sa version 
adaptee aux n-categories de Segal). 

Si (u,v) et (u',v') sont dans (Fx E G)o(X) alors on a (en notant par w et w' leurs 
images dans E (X)): 

(F x E G) 1/ ((u,v), {u',v')) = F 1/ (u,u f ) x El/ (w,w>) Gy(v,v'). 

Dans cette formule, a droite, les trois termes sont des n — 1-prechamps de Segal n — 1- 
tronques sur XjX. Les morphismes structurels sont, d'une part une fibration pour la 
topologie grossiere, et d'autre part une ^-equivalence faible. 

Par recurrence sur n on peut supposer que la premiere projection 

(Fx E G)i/((u, v), K, v')) -> Fi/(u, u') 

est une ^-equivalence faible. D'autre part 

r< (F x h E G) -> (r< F) x T ^ )E (r< G) 

est une surjection de prefaisceaux d'ensembles. La propriete en question pour les pre- 
faisceaux d'ensembles (voir |[7j]) implique que le morphisme 



(r< F) x t ^ qE (r<oG) -> t< F 
induit une surjection sur les faisceaux associes; done 

r< (Fx|G)^r< F 

induit egalement une surjection sur les faisceaux associes. On a verifie tout ce qu'il faut 
pour affirmer que F x E G — >• F est une ^-equivalence faible. □ 



Corollaire 3.9 Soit 
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un diagramme ou les morphismes verticaux sont des Q - equivalences faibles. Alors le mor- 
phisme induit sur le produit homotopique objet-par-objet 



F x h E G F' x h E , G' 

est une Q - equivalence faible. 

Preuve: Ceci se demontre par un argument standard de Reedy. □ 



Au §9 (corollaire |9.6| ) on verra que le corollaire precedent implique que le produit fibre 
homotopique objet-par-objet est stable par l'operation de passage au "champ associe". 
La question de Rezk etait en fait posee sous cette forme. 

Donnees de descente 

Notons Ho(nSePCh(X gTO )) la categorie homotopique de la categorie de modeles fer- 
mee nSePCh pour X gro . Rappelons (|£§) qu'elle peut etre definie comme la localisee a 



la Gabriel-Zisman |yj de nSePCh par rapport aux equivalences faibles (pour la topolo- 
gie grossiere) ou egalement comme la categorie dont les objets sont les n-prechamps de 
Segal fibrants pour la topologie grossiere (et automatiquement cofibrants) et dont les mor- 
phismes sont les classes d'equivalence de morphismes. En fait on dispose de l'intervalle I 
(la categorie avec deux objets 0, 1 isomorphes) et comme tous les objets sont cofibrants, 
deux morphismes f,g : A — > B avec B fibrant, sont homotopes si et seulement s'il existe 
h : A x 7 -> B avec h\ A x{o} = f et h\ Ax{1} = g. 
Soient A,B e nSePCh. On note 

[A, -Bj^gro 

I'ensemble de morphismes de A vers B dans Ho(nSePCh(X gvo )). 

De la meme fagon on definit la categorie homotopique Ho(nSePCh(X s )) pour la 
topologie Q, so it comme la localisee de Gabriel-Zisman de nSePCh par les ^-equivalences 
faibles, soit comme la categorie des objets (/-fibrants et classes d'homotopie de mor- 
phismes. On note 

[A,B] XS 

I'ensemble des morphismes de A vers B dans Ho{nSePCh{X G )). 

Soit X<EXetBcX/X\m crible couvrant X. Soit A un n-prechamp de Segal sur 
X. Soit *js le n-prechamp sur B a valeurs la n-precat de Segal finale *. Une donnee de 
descente pour A par rapport au crible B est un element de I'ensemble 



[*b,A\ 



B figro. 
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On peut calculer cet ensemble de la fagon suivante. Soit A — > A' un remplacement fi- 
brant pour la topologie grossiere. On verra dans la prochaine section que A\ B — > A'\ B 
est un remplacement fibrant pour £> gro . Done une donnee de descente i.e. element de 
[*Bi A\ B ] Ber o est un morphisme *b — > A'\ B , a equivalence pres (l'equivalence etant la re- 
lation d'homotopie avec l'intervalle / par exemple). Par leger abus de notation on dira 
qu'une donnee de descente est un morphisme *b — > A'\ B . 

Avec le foncteur p : B — > X et la construction p< (voir §4 ci-dessous) on peut identifier 
un morphisme * B — > A'\b avec un morphisme P\*b — > A'. La n-precat de Segal p\*s sur 
X (qui est en fait un prefaisceau d'ensembles sur X) sera aussi souvent notee *b, et avec 
cette notation une donnee de descente pour A par rapport a B est un morphisme *g — ► A' 
a equivalence d'homotopie pres. 

Pour la question de 'Teffectivite des donnees de descente" on s'interesse aux donnees de 
descente a homotopie pres; e'est pour cela qu'on utilise la categorie homotopique ici pour 
donner la definition de "l'ensemble des donnees de descente" . On pourrait aussi envisager 
de definir la n-categorie de Segal des donnees de descente dont le present ensemble est le 
r <o dans ce cas la terme "donnee de descente" introduit ici devrait etre remplacee par 
"donnee de descente a homotopie pres". Cependant, pour l'utilisation qu'on en fera dans 
le present papier, la terminologie qu'on donne ici convient bien. 

On a maintenant l'egalite 

[*x/x, A\x/x](x/x)s™ = [*,A(X)\, 

ou la notation a droite signifie l'ensemble des classes d'homotopie de morphismes * — > 
A(X) dans nSePC; et la restriction de X/X a B induit done un morphisme 

l*, A ( x )] -> [*b,A\ b ]b&°- 

On dira qu'une donnee de descente pour A par rapport a B est effective si elle est dans 
l'image de ce morphisme, i.e. si elle provient d'un element de [*,A(X)]. La notion 
d'effectivite des donnees de descente entrera dans notre critere pour etre un champ |10.2 
ci-dessous. 

En principe, les donnees de descente peuvent arriver sous forme d'un diagramme 

* B <- D ->• A' <- A 



13 La n-categorie de Segal des donnees de descente serait Hom (*R, A') avec les notations du §11, ce 
qui est equivalent a lim,—^ A\b d'apres 14.2) . L'ensemble des donnees de descente peut alors etre exprime 



[*B,A\ B ] Be ra = r< lim A\b- 
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ou la premiere et la derniere fleche sont des equivalences faibles objet-par-objet. En fait, 
les donnees de descente proviendront le plus souvent de diagrammes de la forme 

* B <— D — ► A. 

Au §5 ci-dessous on construira une seule fleche D — > * B independamment de A, tel que 
pour tout n-prechamp A dont les valeurs A(X) sont des n-categories de Segal fibrantes, 
les donnees de descente pour A proviennent uniformement de diagrammes * B <— D —>■ A. 

On pourrait aussi considerer des donnees de descente generalisees, qu'on definirait 
comme des elements de [*x/x,-^\x/x]xs- Dans cette optique une telle donnee peut 
provenir par exemple d'un diagramme 

*x/x <- D -> A 

ou la premiere fleche est une ^-equivalence faible. Tel est certainement le cas si D est 
equivalent objet-par-objet a * B pour un crible B C X/X couvrant X; mais un tel di- 
agramme pourrait aussi arriver a partir d'un hyper-recouvrement de X (cf l'expose de 
Verdier dans Q). On laisse au lecteur le soin d'expliciter la construction d'un D adequat 
a partir d'un hyper-recouvrement. 
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4. Les fonctorialites p*, p*, p\ 



Nous traiterons des fonctorialites dans le cas des categories avec la topologie grossiere. 
La compatibilite avec une topologie de Grothendieck sera traitee ulterieurement (voir 
Corollaire |6.3|) . 

II convient (du moins pour les auteurs!) de rappeler la distinction entre adjoint a 
gauche et adjoint a droite (il s'agit de deux foncteurs L et R de sens contraire entre deux 
categories): on aura une formule de la forme 

{LX -> Y} {X -> RY}, et 

l'adjoint a gauche est le foncteur L qui apparait dans la formule a gauche de la fleche; 
et 

l'adjoint a droite est le foncteur R qui apparait dans la formule a droite de la fleche. 
On a les morphismes d'adjonction 

X -> RLX, et LRY -> Y. 

On rappelle la notion de foncteur de Quillen |83| |K| |K| [Q. Si M,M' sont deux 



categories de modeles fermees, un foncteur / : M — > M' est dit foncteur de Quillen 
a gauche s'il preserve les cofibrations et les cofibrations triviales (en particulier, on ne 
demande pas forcement que / preserve toutes les equivalences faibles, mais c'est parfois le 
cas tout de meme); et si / admet un adjoint a droite. La notion de foncteur de Quillen a 
droite s'en deduit par dualite: c'est un foncteur qui preserve les fibrations et les fibrations 
triviales, et qui admet un adjoint a gauche. C'est un fait (pas completement trivial) [jS3fl 
que si / est un foncteur de Quillen a gauche alors son adjoint a droite est un foncteur 
de Quillen a droite et vice-versa. On rappelle aussi qu' un foncteur de Quillen a gauche 



preserve les equivalences faibles entre objets cofibrants |KJ [pQl . 

Soit p : Z — > X un foncteur entre 1-categories munies de la topologie grossiere. Les 
n-prechamps de Segal sont des prefaisceaux d'objets dans une categorie admettant toutes 
les limites avec toutes les commutations necessaires (en effet la categorie nSePC des n- 
precats de Segal en question, est elle-meme une categorie de prefaisceaux d'ensembles). 
En consequence on dispose des operations p*, p*, p\ (et p- dont on n'aura pas besoin). On 
les explicite pour plus de commodite. 

D'abord si B est un n-prechamp de Segal sur X alors p*(B) est le remonte de B sur 
Z i.e. le compose 

Z° -> X° -> nSePC. 

Ce foncteur admet des adjoints a droite et a gauche. Si A est un n-prechamp de Segal 
sur Z on pose 



51 



la limite etant prise sur la categorie des paires (Z, f) avec / : p(Z) — > X. D'autre part 
on pose 

p*(A)(X) : = lim A(Z), 

la limite etant prise sur la categorie des paires (Z, i) avec i : X — > p(Z). On a les formules 
d'adjonction: 

{p,A^ B} = {A^p*B} 

et 

{B^p,A} = {p*B^A}. 

II est clair que le foncteur p* preserve les cofibrations et les coflbrations triviales. C'est 
done un foncteur de Quillen a gauche et son adjoint a droite envoie les flbrations (resp. 
fibrations triviales) sur des flbrations (resp. flbrations triviales). 

On note A i— > T(Z, A) le cas particulier du foncteur p* obtenu en faisant X — *. On dit 
que c'est le foncteur des "sections globales" . II transforme les flbrations (resp. triviales) 
en flbrations (resp. triviales). II convient parfois de remarquer que T(Z,A) peut etre 
definie comme la n-precat de Segal qui represente le foncteur E \— > Hom nPC (E, A) de 
nSePC vers Ens, ou E — p*(E) est le n-prechamp de Segal constant a valeurs E. 

On a la formule de composition (pq)* = (comme toujours, nous negligeons les 
eventuels problemes de coherence entre isomorphismes naturels dans des I-categories 
strictes comme nSePCh). En termes de V on obtient 

r(x,pM)) = r(z,A). 

Rappelons pour donner un sens homotopique a cette formule, que si A est fibrant sur X 
alors p*(A) est fibrant sur X. 

Dans l'autre sens la situation n'est pas aussi facile. On aimerait pouvoir dire que si B 
est fibrant sur X alors p*B est fibrant sur Z. Ceci n'est pas toujours le cas (meme pour 
p : Z — > * par exemple). On a le lemme suivant. 

Lemme 4.1 Supposons que p : Z — > X a la propriete que pour tout X e X , V operation 

A ^ co\im x ^ p (z)A(Z) 

preserve les cofibrations et cofibrations triviales. Alors p* preserve les objets fibrants, les 
fibrations et les fibrations triviales (i.e. c'est un foncteur de Quillen a droite). 

Proof: L'hypothese revient exactement a dire que le foncteur p\ preserve les cofibrations 
et les cofibrations triviales; dans ce cas son adjoint a droite p* preserve les fibrations et 
les fibrations triviales. □ 
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Remarque: Pour X G X on note habituellement X/p la categorie des paires (Z, f) ou 
Z G Z et / : X — > p(Z). La limite dans l'hypothese du lemme est prise sur X/p. Comme 
on parle de prefaisceaux, tout est contravariant. En particulier, si X/p est une categorie 
cofiltrante (et notamment si elle a un objet initial) alors l'hypothese est satisfaite. 

Le cas qui nous interesse est celui ou Z est la categorie X/Y pour un certain objet 
Y E X. Dans ce cas, pour X G X, la categorie 

X/p={X^Z^Y} 

est la categorie des diagrammes. Elle se decompose en reunion disjointe de categories 
(X/p) v indexees par les fleches ip : X — > Y. Et la categorie 

(X/p), = {X*> Y)/(X/Y) 

est la categorie des objets au-dessous de (X, tp) dans la categorie des objets au-dessus de 
Y. En particulier, (X/p), admet (X,ip) comme objet initial. Ainsi l'operation 

colun A(Z)= J] A(X) 

vue comme foncteur en A preserve les cofibrations et les cofibrations triviales, done pour 

p : X/Y -> X, 

P\ est un foncteur de Quillen a gauche et son adjoint p* est un foncteur de Quillen a droite. 
On a la formule 

pi(a)(x)= U MX). 

Corollaire 4.2 Si X est une categorie munie de la topologie grossiere alors pour tout 
X £ X la restriction de n-prechamps de Segal 

A ^ A\ x/X 

preserve les fibrations (done les objets fibrants), les cofibrations, et les equivalences faibles; 
e'est un foncteur de Quillen a la fois a gauche et a droite pour la topologie grossiere. 

□ 



On verra plus loin (Lemma |10.5| ) que la restriction sur X/X preserve aussi les Q- 



fibrations (il est evident sur la definition qu'elle preserve les ^-equivalences faibles). 

Un autre exemple qui nous interesse est celui ou Z C X est un crible, i.e. une sous- 
categorie pleine telle que si X — > Y est un morphisme de X et si Y e Z, alors X G Z. 
Dans ce cas, la colimite dans |4.1| est, ou bien vide si X G" Z, ou bien egale a A(X) si 



X G Z. Cette construction preserve les cofibrations et cofibrations triviales. On obtient 
le 
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Corollaire 4.3 Soiti : Z <^-> X un crible (les deux categories considerees etant munies de 
leurs topologies grossieres). Alors i\ est un foncteur de Quillen a gauche et i* un foncteur 
de Quillen a droite, i.e. i* preserve les objets fibrants et equivalences faibles entre eux. 

□ 

On peut aussi expliciter i\ dans ce corollaire: si A est un n-prechamp de Segal sur Z 
alors i\{A){X) = A{X) pour X e Z, et i\{A)(X) = pour X £ Z. 
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5. La structure de type Bousfield-Kan d'apres 

Hirschhorn 



On veut indiquer ici une autre fagon d'obtenir une categorie de modeles fermee pour 
les n-champs de Segal, basee sur le livre de Hirschhorn et qui trouve ses origines dans 
une construction de Bousfield-Kan |L5| (qui a son tour remonte a Quillen p3| ) pour le cas 
des prefaisceaux simpliciaux. 

Dans [p9[] , Hirschhorn definit d'abord la notion de categorie de modeles fermee en- 
gendree par cofibrations. Nous avons repris cette notion dans l'enonce |2J^ ci-dessus, qui 
peut done servir de definition. Ensuite, Hirschhorn montre que, pour toute categorie X 
petite et toute cmf M engendree par cofibrations, la categorie des prefaisceaux sur X a 
valeurs dans M admet une structure de categorie de modeles fermee notee 

M x ° . 

Pour M = EnsSpl la construction est due a Bousfield-Kan ([0, p. 314). A son tour, 
leur construction etait une application directe de la construction de Quillen ||| d'une 
cmf pour les objets simpliciaux dans une categorie convenable, en l'occurrence celle des 
prefaisceaux d'ensembles. Pour cette raison nous appellerons structure de HBKQ (i.e. 
Hirschhorn- Bousfield-Kan- Quillen) cette structure de cmf definie par Hirschhorn sur M x ° . 
Pour M = nSePC egale a la categorie des n-precats de Segal, la structure de HBKQ 



est differente de celle du theoreme [TI], notre categorie de modeles des n-prechamps de 
Segal pour la topologie grossiere. Les categories sous-jacentes sont les memes, ainsi que 
les equivalences faibles (qui sont les equivalences faibles objet-par-objet). En revanche, les 
fibrations de HBKQ sont les morphismes / : A — > B induisant pour tout X une fibration 
f(X) : A(X) — ► B(X) — e'est done une classe plus grande que celle des fibrations du 
theoreme |3.1| . Et la ou nous prenons toutes les injections comme cofibrations, la classe 
des cofibrations de HBKQ est plus petite: ce sont les retractions de morphismes qui sont 
obtenus par une suite (transfinie) d' additions libres de cellules, ou une addition libre de 
cellules est une cofibration A — > A' engendree librement par une cofibration A(X) — > C 
dans M (pour un seul objet X). Plus precisement si on note px '■ X/X — >• X le foncteur 
naturel, et par C le diagramme constant sur X/X a valeurs un objet C dans M, alors 
une libre addition de cellules est un coproduit de la forme 

A' = AU Px ' ]{c) p x ,\(C) 

pour une cofibration C —* C dans M (dans l'expression precedente on avait C = A(X)). 

L'interet des morphismes obtenus par libre addition de cellules est le fait suivant: si 
A — » A' est obtenu par l'addition d'une cellule A(X) — > C au-dessus de X, et si B est un 
autre diagramme, alors le prolongement d'un morphisme / : A —>■ B en /' : A' —>■ B n'est 
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rien d'autre que le prolongement du morphisme f(X) : A(X) — > B(X) en un morphisme 
C'^B(X). 

Comme les deux categories et leurs sous-categories d'equivalences faibles sont les 
memes, les deux theories homotopiques sont les memes (d'apres la theorie de la local- 
isation de Dwyer-Kan |U| |32| fl33|). 

Conclusion: On aurait pu prendre, comme categorie de modeles fermee pour les n- 
prechamps de Segal sur X avec la topologie grossiere, la structure de HBKQ sur M x ° 
avec pour M la categorie de modeles fermee nSePC des n-precats de Segal (Theoreme 
|2.3|) . Dans la structure de HBKQ, les fibrations sont simplement les morphismes qui sont 
objet-par-objet des fibrations de n-precats de Segal. 

Remarque: Si X admet des produits fibres alors les cofibrations de HBKQ sont stables 
par restriction aux sites X/X et aussi stables par produit direct. Ceci permet d'appliquer 
la theorie des Horn internes qui sera expliquee au §11 ci-dessous. 

Pour legitimer cet autre point de vue possible, il reste a voir comment integrer une 
topologie de Grothendieck dans cette theorie. Soit encore M la categorie des n-precats de 
Segal du Theoreme [2l| Sur M x ° qui est la categorie des n-prechamps de Segal, on garde 
la notion de cofibration de HBKQ; on utilise la notion de ^-equivalence faible definie 
ci-dessus; et on definit les Q -fibrations de HBKQ comme les morphismes qui possedent 
la propriete de relevement pour les cofibrations de HBKQ qui sont des ^-equivalences 
faibles. 



Theoreme 5.1 La categorie des n-prechamps de Segal munie des cofibrations de HBKQ, 
des Q -equivalences faibles, et des Q -fibrations de HBKQ, est une categorie de modeles 
fermee. 

Preuve: Un morphisme est une cofibration ^-triviale de HBKQ, si et seulement si c'est une 
cofibration de HBKQ et aussi une cofibration ^-triviale pour la structure |3.1| . Hirschhorn 
prouve que ses cofibrations (pour la topologie grossiere) sont stables par coproduit |59| . 
Done la preservation des cofibrations ^-triviales de HBKQ par coproduit est une con- 
sequence immediate du meme resultat pour la structure du Theoreme |3.1| . Les autres 
proprietes sont aussi immediates. □ 

Le lecteur trouvera peut-etre cette structure de categorie de modeles fermee plus con- 
viviale que celle de |3J]. Nous avons garde la structure de |3J] comme notion de base 
parce qu'elle est compatible avec la structure de Jardine (devenue standard notamment 
en K-theorie) pour les prefaisceaux simpliciaux i.e. pour le cas des O-prechamps de Segal. 

Calcul des classes d'homotopie d'applications 

La structure de HBKQ permet de calculer plus facilement les classes d'homotopie 
d'applications. Fixons une categorie X munie de la topologie grossiere. La categorie 
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homotopique Ho(nSePCh(X gro )) est definie comme la localisee de Gabriel-Zisman de 
nSePCh(X) par la sous-categorie des equivalences faibles objet-par-objet. En particulier, 
Ho(nSePCh(X gro )) ne depend pas du choix de structure de cmf compatible avec ces 
equivalences faibles; en particulier on peut utiliser la structure de HBKQ pour calculer les 
ensembles Horn dans la categorie homotopique, i.e. les ensembles de classes d'homotopie 
d'applications. 

Commengons par une remarque d'ordre general: si E est une n-precat de Segal et si 
E_ est le n-prechamp de Segal constant sur X a valeurs E, alors le produit direct avec 
E_ respecte les cofibrations de HBKQ (sans hypothese sur l'existence de produits fibres 
dans X, et sans supposer que E_ soit lui-meme cofibrant). En effet, si A — > A' est obtenu 
par addition d'une cellule A(X) — > C au-dessus de l'objet X, alors A x E_ — > A' x E_ est 
obtenu par addition de la cellule A(X) x E —>■ C x E. Plus generalement si E — > E' est 
une cofibration de n-precats de Segal et A — > A' est une cofibration de HBKQ alors 

A x E! U Ax ^ A' x E^ A' x E! 

est encore une cofibration de HBKQ. 

Soient A et B deux n-prechamps de Segal sur X et supposons que B(X) est fibrant 
pour tout X 6 X. Alors B est un objet fibrant pour la structure HBKQ (pour la 
topologie grossiere). Si on choisit un remplacement HBKQ-cofibrant C — > A (equivalence 
faible objet-par-objet avec C cofibrant de HBKQ) alors tout element de [A, B]xs*° provient 
d'un morphisme C — > B. Notons / la categorie avec deux objets 0, 1 et un isomorphisme 
entre eux (consideree comme n-categorie de Segal, voir "Induction" au §2). Et notons 
aussi par I le n-prechamp de Segal constant a valeurs I. Le diagramme 

C x {0,1} ^Cxl^C 



constitue un "objet CxP dans la terminologie de Quillen pour la structure de HBKQ, 
et en particulier la premiere application est une cofibration. Done, deux applications 
C — » B sont homotopes, i.e. induisent le meme element de [A, B]xs™, si et seulement si 
elles sont liees par une homotopie de la forme C x / — ► B. On a ainsi obtenu l'enonce 
suivant. 

Lemme 5.2 Soit A un n-prechamp de Segal sur X et fixons un remplacement C — > A 
avec C cofibrant de HBKQ. Alors pour tout n-prechamp de Segal B tel que B(X) soit 
une n-categorie de Segal fibrante pour tout X 6 X , V ensemble de classes d'homotopie 
d'applications 

[A, B]x&° 

se calcule comme V ensemble de morphismes de n-prechamps de Segal C — ► B, modulo la 
relation d 'equivalence qui identifie deux morphismes s'ils sont lies par une homotopie de 
la forme C x I — > B . 



57 



□ 



Expression uniforme des donnees de descente 



On peut utiliser ce lemme |5.2| pour donner une expression uniforme des donnees de 
descente a valeurs dans un n-prechamp de Segal A tel que tous les A(X) soient des n- 
categories de Segal fibrante. Pour cette discussion il faut avoir n > 1 (dans le cas n — 0, 
il faut remplacer A par IT^se o A voir §10 par exemple). 

Soit X G X et soit B C X/X un crible couvrant X. Choisissons un remplacement 
HBKQ-cofibrant 

D -> * B 

(disons, pour fixer les idees, qu'on parle ici de n-prechamps de Segal sur B — mais on peut 
aussi prendre le p\ pour se retrouver sur X/X ou sur X). Maintenant, d'apres le lemme 



BT2| , on sait que pour tout n-prechamp de Segal A tel que tous les A(X) soient fibrants, 



l'ensemble des donnees de descente 



B\B^° 



s'exprime comme l'ensemble de morphismes D — > A\b modulo la relation qui identifie 

deux morphismes s'ils sont lies par une homotopie D x / — > A\jg. 

Supposons maintenant que le site X admet des produits fibres et que le crible B 

provient d'une famille couvrante U = {U a — > X}. Dans ce cas on peut donner une 

formule explicite pour un remplacement HBKQ-cofibrant D — > 
— (p) 

Pour cela, soit I la categorie avec p+1 objets notes , . . . , p' et un isomorphisme en- 
tre chaque paire d'objets (c'est en quelque sorte le "produit symetrique" de p exemplaires 
de I). Considerons-la comme n-precat de Segal (par "induction" voir §2). On obtient un 
foncteur note 

R : A -> nSePC, R{p) := 7 W . 

Ce foncteur munit nSePC d'une structure de cmf simpliciale |83| . En particulier, si K est 
un ensemble simplicial (on n'a pas besoin dans ce cas que K soit fini) et E une n-precat 
de Segal, on obtient la n-precat de Segal K ® R E; dans notre cas on peut ecrire 

K(g) R E = (K ® R *) x E. 

Ici K® R * est juste le coproduit des R(p) sur les p-simplexes de K (pris suivant le procede 
habituel de realisation d'un ensemble simplicial). On dira que K ® R * est la realisation 
de K par rapport a R. 

Cette construction etant fonctorielle, s'etend a des prefaisceaux d'ensembles simplici- 
aux: si K est un prefaisceau d'ensembles simpliciaux sur X on obtient le n-prechamp de 
Segal K ® R *. 
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Maintenant notre famille couvrante U represente un prefaisceau d'ensembles: c'est tout 
simplement le prefaisceau reunion disjointe de ceux represented par les U a . On obtient le 
prefaisceau simplicial 

P(U) := . . M x x U =» U 

i.e. P{U)k = Wxj...XxW (k + 1 fois). C'est le nerf du recouvrement U. En appliquant 
la construction "realisation par rapport a R" on obtient le n-prechamp de Segal 

D := P(U) ® R *. 

Le morphisme D — ► *g est une equivalence objet-par-objet. En effet P(U)(Y) est con- 
tractile si Y G B et vide sinon. Observons que l'objet D est defini comme un n-prechamp 
sur X/X, de sorte que pour definir le morphisme D — ► *g il faut interpreter comme 
n-prechamp sur X/X. 

Nous pretendons que Z) est HBKQ-cofibrant. En fait il est interessant de voir ex- 
plicitement comment obtenir D a partir de par une suite d'additions libres de cellules. 
D'abord on ajoute R(0) = * au-dessus de chaque element U a de la famille couvrante. Ap- 
pelons D° le resultat obtenu. Ensuite on ajoute R(l) = I au-dessus de chaque U a x x Up, 
via le diagramme 

D°(U a XxUp)^ p{R(0) U p*R{0) = {0, 1} ^ 7. 

Notons D 1 le resultat obtenu. Plus generalement notons dR(p) le "bord" de R(p), i.e. la 
reunion dans R(p) des p + 1 faces de la forme R(p — 1). On ajoute R(2) au-dessus de 
chaque U a x x Up x x via le diagramme 

D\U a x x Up x x U y ) dR(2) ^ R(2) 

pour obtenir D 2 . A chaque etape on ajoute a D v ~ x un exemplaire de R(p) au-dessus de 
chaque 

Ua ,...,ccp := U ao X x . . . X x U ap , 

via le diagramme 

D p -\U ao x x ...x x U ap ) <- dR(p) — R{p). 

Enfin D est la colimite (reunion croissante) des D p . 

On note que D peut etre considere comme un n-prechamp de Segal au-dessus de B et 
la description ci-dessus montre qu'en tant que tel (aussi bien qu'en tant que n-prechamp 
de Segal au-dessus de X/X ou X), il est HBKQ-cofibrant. On peut done l'utiliser dans 



le lemme 5.2. On obtient l'enonce suivant. 



59 



Lemme 5.3 Supposons que X admet des produits fibres. Soit B C X jX un crible en- 
gendre par une famille U couvrant X . Soit D — > * B le n-prechamp de Segal construit 
ci-dessus. Alors pour tout n-prechamp de Segal A sur X tel que tous les A(X) soient 
fibrants, V ensemble des donnees de descente 

[*B> A\b]bs™ 

se calcule comme V ensemble de morphismes D — > A modulo la relation qui identifie deux 
morphismes s'ils sont lies par un morphisme D x / — > A. 



□ 

On peut donner une description explicite de ce que c'est qu'un morphisme D — > A. 
On procede par recurrence sur le p de D p . Si on a un morphisme D^ 1 — > A, alors on 
obtient pour chaque a , . . . ,a p le morphisme compose 

dR(p) - Dv- l (U ao _ ap ) - A(U ao ,..., ap ). 

Une extension en morphisme D p — > A n'est rien d'autre qu'une extension pour chaque 
cto, • • • , a p , du morphisme ci-dessus en un morphisme 

R(p) ^ A(U ao _ ap ). 

Un morphisme D — * A consiste en une telle collection d'extensions successives. 

En resume: un morphisme 1] : D — > A est un ensemble de donnees comme suit: pour 
chaque a, un objet r](a) G A(U a ); pour chaque a,/3 une equivalence 

T } (a,P):I^A(U af) ) 

entre les restrictions des objets rj(a) et r](/3); pour chaque a, f3, 7 un morphisme 

77(a,^ 7 ):7 (2) A(U afh ) 
—(2) 

qui, restreint au triangle dR{2) C I , est egal au morphisme obtenu par restriction des 

r}(a,(3), r]((3,j) et 77(0,7); etc. 



Commentaire 



Dans cette description des donnees de descente, on a utilise de fagon essentielle l'hypothese 
que les A(X) sont des n-categories de Segal fibrantes. C'est pour cette raison qu'on ne voit 
pas apparaitre de 2-morphismes, 3-morphismes etc dans les donnees. Par exemple, comme 
A(U a/ 3 7 ) est fibrant, la donnee comme dans fl8| de trois 1-fleches avec une 2-equivalence 
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entre fg et h, peut etre remplacee par un vrai morphisme de R(2) dans A(U al 3-y) (i.e. en 
quelque sorte un objet de A(U a p~ f ) 2 /)- 

Ceci explique pourquoi nous arrivons a traiter le cas des n-categories sans trop nous 
emmeler dans des "formules de cocycles" mais en fait c'est un desavantage si on cherche 
une comprehension explicite de ce qui se passe, car la notion de n-categorie de Segal 
fibrante n'est pas tres explicitement calculable. En particulier, si on n'arrive pas a 
donner une forme totalement "en termes de cocycles" de la notion de donnees de descente, 
a la fagon dont Breen l'a fait pour les 2-champs dans [13], c'est parce que ce probleme est 



plus difficile que ceux qu'on peut actuellement resoudre. On peut formuler un 

Probleme 5.4 Trouver une structure de cmf analogue a la structure de HBKQ, pour les 
n-precats (de Segal) dont les objets fibrants soient les n-categories de Segal. 

Avec une solution affirmative a ce probleme, on pourrait reprendre la discussion ci- 
dessus des donnees de descente: si D' — > * B est un remplacement cofibrant pour la 
structure recherchee dans ce probleme (qui donnerait aussi une structure de cmf pour les 
A^-diagrammes par la methode de HBKQ), alors on pourrait dire que pour tout A tel 
que les A(X) soient des n-categories de Segal, une donnee de descente pour A par rapport 
a B est la meme chose qu'un morphisme D' — > A. Dans ce cas, on verrait apparaitre 
(beaucoup) des i-fleches pour tout i, et on obtiendrait en fait une description des donnees 
de descente en termes de cocycles au sens classique du terme (qui generaliserait |1 



14 D'un point de vue plus optimiste on peut cependant observer que si T est un espace topologique (ou 
ensemble simplicial de Kan) alors n„ j s e (T) est fibrant; done les n-prechamps de Segal qui proviennent par 
application de n„.s e aux prefaisceaux d'espaces topologiques (ou ensembles simpliciaux de Kan) verifient 
la condition en question. 
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6. Le point de vue de la localisation 



Le passage de la structure de categorie de modeles fermee pour la topologie grossiere 
a celle pour la topologie Q, est une localisation de Bousfield, operation qui est tres bien 
expliquee dans Hirschhorn |]5S|1 ; voir aussi Goerss-Jardine ]|7| et qui remonte bien sur 
a Bousfield-Kan [|l^]. L 'operation de passage de la topologie grossiere a la topologie Q 



preserve la notion de cofibration (aussi bien dans le cadre de |3.1| que dans le cadre de 
5jJ), done e'est une localisation de Bousfield a gauche dans la terminologie de fl59l . II y 
avait une erreur dans notre demonstration (de vl, v2) du lemme |67^ ci-dessous. Nous 
remercions D. Dugger d'avoir trouve cette faute, et B. Toen de nous l'avoir communiquee. 
Le lemme |6.2| , et done la proposition |6.1| , ne sont pas vrais dans le cadre des n-prechamps 
de Segal (et meme pas pour les ensembles simpliciaux i.e. les O-prechamps de Segal). Le 
probleme provient de l'interaction entre 1'homotopie en degre arbitrairement grand, et 
la cohomologie en degre arbitrairement grand. Comme montre Dugger dans son papier 
recent [ 117|| , on obtient des enonces corrects en remplagant partout "crible couvrant" par 
"hyperrecouvrement" . Nous ne souhaitons pas entrer dans les details ici et nous renvoyons 
a [|117|1 pour cela. On se restreint done, pour cette version v3, a enoncer la proposition 
|Q| et le lemme |67^ dans le cadre des n-prechamps non de Segal (autrement dit, au cas 
"n-tronque" dans lequel il n'y a de 1'homotopie qu'en degre < n). 

Cette modification se propage aux resultats suivants: 
— on doit refaire la preuve du corollaire jO| 

— on doit modifier les enonces des criteres |10.11| , |14.4| et |15.8| ; |10.11| et les parties (c) de 
ces deux derniers ne s'appliquent dorenavant qu'au cas n-tronque; 



-on doit modifier la caracterisation de l'image essentielle dans |12.1 



-on doit rajouter une hypothese (5) dans l'enonce du theoreme 19.4 ; 

-la preuve de |20.1| est legerement modifiee mais le resultat reste le meme; 



— et enfin, le resultat de descente pour les complexes [21. 1| n'est dorenavant enonce que 
pour les complexes bornes inferieurement. 

Pour revenir aux resultats |6.1| et |6.2| de cette version v3 nous nous restreignons done 
a la consideration des cmf des n-precats ou n-prechamps non de Segal. On note qu'on 
definit de fagon analogue au Theoreme |0| (resp. |0|) une cmf des n-prechamps (non de 



Segal); pour le cas de [TT]on le notera nPCh. 

Si p : y — > X est un foncteur et U une n-precat alors on note Uy le n-prechamp p\(U_) 
ou U_ est le n-prechamp constant sur y de valeur U. 

On va considerer des cofibrations du type suivant: soit X £ X et B C X/X un crible; 
et soit U U' une cofibration de n-precats. On note 



cof(U ^U';BC X/X) 



62 



la cofibration 



Vxix U^ 8 U' B - U' x/X . 



Proposition 6.1 La categorie de modeles fermee nPCh de W. i| (resp. de \5. 1 ) pour la 



topologie Q , mais pour les n-prechamps non de Segal, est la localisee de Bousfield a gauche 
Definition 3.3.1) de la categorie de modeles fermee pour la topologie grossiere, par 
rapport aux morphismes cof(U "—>■ U'; B C X / X), avec B crible couvrant X pour Q . 



Preuve: On traite la structure de|0], l'autre cas etant analogue. Nous allons juste montrer 
l'etape-cle qui est le lemme suivant. Ce lemme impliquera, par la theorie de Hirschhorn 
}3, la proposition. □ 



Lemme 6.2 Si E E' est une cofibration Q-triviale de n-prechamps (non de Segal), 
alors il existe une suite (eventuellement transfinie voir la discusion de J5^/ W^il) de 
cofibrations 

E = E^i <^-> Eq <^-> . . . Ek <^-> . . . 

de colimite notee Eoo, et une cofibration triviale pour la topologie grossiere Eoo "—>■ E" telle 
que E — > E' soit une retraction de E —>■ E" ; et telle que les cofibrations Ei •—>■ Ei + \ soient 
ou bien des coproduits de cofibrations de la forme cof(U •—>■ U';B C XjX), ou bien des 
cofibrations triviales pour la topologie grossiere. 

Preuve: On appellera suite adequate toute suite de cofibrations comme dans l'enonce du 
lemme, et compose de cette suite, la colimite correspondante E^. On va prouver que 
si / : E — > E' est une fibration (/-triviale alors il existe une suite adequate, avec un 
morphisme defini sur le compose Eoo — > E' qui etend / et qui est une equivalence pour la 
topologie grossiere. Ceci impliquera le lemme (exercice laisse au lecteur). 

On prouve ce resultat par recurrence sur n. On montre d'abord le pas de recurrence 
puis le cas n = 0. Soit n > 1 et on suppose done le resultat vrai pour n — 1. On peut sans 
perte supposer que E et E' sont fibrants pour la topologie grossiere. Pour tout X G X 
et toute paire d'objets x,y G E(X), le morphisme Ey(x,y) — > E[,(x,y) est une fibration 
(/-triviale de n — 1-prechamps au-dessus de X/X; il est done equivalent (pour la topologie 
grossiere) au compose d'une suite adequate. On remarque que pour tout coproduit de 
Ex/(x,y) avec une cofibration de n — 1-prechamps V — > V au-dessus de X/X, on peut 
definir un coproduit correspondant de E avec piT(V) — > p\T(V') oil p : X/X — > X (ici 



on utilise la notation T introduite dans 95 



D' autre part, si B C X/Y est un crible couvrant Y 6 X / X et U <^-> V une cofibration 
des n — 1-precats alors 

p,J(cof(U^U';Bc(X/X)/Y)) 
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est identique a 

cof(T(U) ^T(U');B C X/Y); 

done en appliquant a une suite adequate de n — 1-prechamps sur X/X, on obtient 
une suite adequate de n-prechamps sur X . 

Done, a partir de la suite de cofibrations pour E\/(x, y) — > E[,(x, y) on obtiendra une 
suite adequate de cofibrations pour 

E ^xiEy^y)) pi ^ E ' 1/ (x,y)). 

On peut ensuite ajouter les coproduits avec une cofibration * B — > * x (qui a la bonne 
forme co/(0 *,B C X/X)) pour chaque morphisme u : *g — ► E se prolongeant en 
u' : *x/x ^ E'. Notons que le resultat obtenu admet un morphisme vers E' qui est (grace 
a "trois pour le prix de deux" ) une ^-equivalence faible. 

Si on itere cette construction pour tout (X, x, y) et tout (X, B, u, u') et cela une infinite 
denombrable de fois, on obtient une factorisation 

E ^ E" -> E' 



ou le premier morphisme est un compose de cofibrations de la forme voulue; et le deuxieme 
est une Q equivalence faible et qui induit une equivalence pour la topologie grossiere sur 
tous les E",(x,y) — > E[,(x,y); de plus E" — > E' a la propriete de relevement pour les 
morphismes de la forme *jg — > *x/x- Ceci implique que E" — > E' est une equivalence 
pour la topologie grossiere, ce qui donne le resultat voulu. 

II reste a traiter le cas n = 0, i.e. le cas des prefaisceaux d'ensembles. Pour cela, 
on applique essentiellement deux fois de plus le pas de recurrence ci-dessus. Dans ce cas 
on pourrait l'ecrire explicitement de fagon plus elementaire. On laisse cela aux soins du 
lecteur. □ 



Rezk montre dans |$7| que la cmf des prefaisceaux pour la theorie des faisceaux, 



s'obtient, a partir de la cmf des prefaisceaux sans topologie, par la localisation ci-dessus 
(i.e. Rezk traite le cas des 0-champs non de Segal). En outre il suggere a la fin de sa 
lettre que la meme chose devrait etre vraie pour la structure de Jardine. 

La proposition reste egalement vraie pour la structure de categorie de modeles ferme de 
type HBKQ. En fait, les resultats de permettraient de definir une notion de M-champ 
et une categorie de modeles fermee correspondante, pour toute categorie de modeles fermee 
M, cellulaire et propre a gauche (cf la terminologie de []59| ). On prendrait la categorie de 



modeles fermee de diagrammes M x ° et on localiserait par rapport a tous les morphismes 
cof(U ^»f/',Bc X/X) (qui ne sont malheureusement plus des cofibrations pour cette 
structure) obtenus en faisant varier U "—>■ U' dans la classe des cofibrations de M. On 



peut maintenant faire l'analogue de 4.2, pour la topologie Q. On voudrait obtenir cela 
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meme pour les n-prechamps de Segal, en depit de la restriction au cas n-tronque pour le 
lemme |6.2| dans cette v3. 

On note le /c-ieme itere de l'operation T introduite dans |95| (mais appliquee cette 
fois-ci aux n-precats de Segal); si A est une n — fc-(pre)categorie (de Segal) alors T^A 
est une n-(pre)categorie (de Segal) et ceci s'etend de fagon evidente aux prechamps. 

Soit p : y — > X un foncteur, et A — > B une cofibration de n-prechamps de Segal 
au-dessus de y. On obtient alors un carre cartesien 

p,TA -> p,TB 

i i 
Tp,A -»■ Tp,B 

et par recurrence on obtient pour tout k le carre cartesien 

p,T<*U -> p.T<*>S 
I I ■ 

En particulier, tout coproduit avec une cofibration de la forme 

peut aussi etre interprete comme coproduit avec une cofibration de la forme 

psT^A -»■ Pl T^B. 



Corollaire 6.3 Soit X un site et X E X avec p : X / X — > X le foncteur d'oubli. Soit Q 
la topologie sur X qui induit une topologie (notee aussi Q ) sur X / X. Alors p\ transforme 
les cofibrations Q-triviales de n-prechamps de Segal sur X en cofibrations Q-triviales sur 
X . Autrement dit, p\ est un foncteur de Quillen a gauche et p* un foncteur de Quillen a 
droite par rapport aux structures de |£. j| pour la topologie Q . Done p* preserve les objets 
fibrants et les fibrations. 

Preuve: On traite d'abord le cas n — 0. Soit / : A —>■ B une equivalence faible d'lllusie de 
prefaisceaux simpliciaux sur X / X. On affirme que p\f est une equivalence faible d'lllusie 
sur X . Soit Y e X et a G (p\A)Y. On rappelle que cela veut dire qu'on a un morphisme 
g : Y -> X et a e A(Y, g). Soit (pour i > 1) 

r ] en l ((p l B)Y,fa)= 7 r l (B(Y,g),fa). 

Par la propriete d'lllusie de / sur X/X, il existe un recouvrement ouvert de (Y, g) par des 
(Yj, gj) tel que les restrictions de rj sur les Yj proviennent d'elements de 7Ti(A(Yj, gj), /a|y-). 
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Ceci donne la meme chose pour quand on considere la propriete d'lllusie sur X. De la 
meme fagon si 

0,0' e 7Ti((piA)y, a) = n l (A(Y, g), a) 

et si f(p = f(p' dans 7ii((p\B)Y, fa) = 7n(B(Y, g), fa) alors on a un recouvrement de (Y, g) 
par des (Yj, gj) tel que f4>\Yj — f&'Wy En outre ce recouvrement pour XjX est egalement 
un recouvrement de Y dans X et on obtient cette propriete pour / sur X . II ne reste qu'a 
traiter le cas de 7r . Soit 

T) E n (( Pl B)Y) = U TT (BY). 

Y->X 

II existe done g : Y — > X tel que 77 provient d'un element u de 7r (.B(Y, g)). II existe done 
un recouvrement de (Y,g) tel que les u\y. proviennent de A(Yj,gj)) et en particulier r]\ Y 
provient de p\A(Yj) puisque provenant de la composante A(Yj,gj). Si 

<P,<P' e tc (( Pi A)Y) = U MAY) 

et f(j) = f<p' alors en particulier /</> et f<p' sont dans le meme composant tt (BY) de 
(piS)Y ce qui implique que et <ft' sont dans le meme composant tcq(AY) de 7ro(j>!v4)(Y). 
Le meme argument que ci-dessus permet encore de conclure. 



Maintenant notons que le precede de la preuve de |T| permet, dans le cas des n- 
prechamps de Segal, de decomposer un morphisme E —>■ E' qui est une ^-equivalence 
faible, en une suite de coproduits avec des cofibrations de la forme 

qi T {k) {F ^ F') 

avec q : X /Y — » X et ou les F F' sont ou bien de la forme 

F = *b ^ *x/y = F' 

ou E est un crible recouvrant Y, ou bien des cofibrations triviales d'lllusie de prefaisceaux 
simpliciaux dans le cas k = n. Pour cela on utilise le principe de commutation de q\ avec 
T pour les coproduits etabli avant le present enonce. D 'autre part, toute cofibration de 
cette forme q{T^ k '{F F') est une ^-equivalence sur X. 

Si / : E — ► E' est une ^-equivalence au-dessus de XjX alors decomposons-le comme 
dans le paragraphe precedent (sur le site XjX). Si p : XjX — ► X est la projection alors 
pour q : Y — > X on obtient pigi = (pq)\. L 'image de la decomposition de / par p\ est done 
une decomposition de la meme forme pour p\f. Un morphisme qui se decompose ainsi est 
une ^-equivalence, done p\f est une ^-equivalence sur X . 

Ceci prouve que p\ est un foncteur de Quillen a gauche. II s'ensuit que son adjoint p* 
est un foncteur de Quillen a droite, i.e. preserve les fibrations. □ 
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Remarque: Ce corollaire est valable aussi pour la structure de HBKQ. 

Dans la structure de HBKQ on a aussi une reciproque (nous pensons que ce resultat 
reste vrai pour le cas des n-prechamps de Segal mais (v3) nous ne l'enongons que pour le 
cas n-tronque): 

Corollaire 6.4 Un morphisme f : A —> B de n-prechamps non de Segal est Q-fibrant 
pour la structure de HBKQ si et seulement si A\x/x ~^ B\x/x est Q-fibrant pour HBKQ 
pour chaque X G X . 

Preuve: Une direction est fournie par le corollaire precedent (pour la structure HBKQ). 
Pour l'autre direction, supposons que f\x/x es ^ une {?-fibration de HBKQ pour tout X. 
Alors / possede la propriete de relevement pour les coflbrations qui sont triviales objet- 
par-objet (en fait d'apres la construction de Hirschhorn [53], les coflbrations triviales pour 



la topologie grossiere sont des retractes de composes de suites de coflbrations obtenues 
par additions libres de cellules correspondant a des coflbrations triviales dans la cmf de 
base M); et / satisfait la propriete de relevement pour les coflbrations cofx(U U'\ B C 
X/Y). Par l'analogue du lemme |6.2| pour la structure de HBKQ, on obtient que / est 
une (?-fibration de HBKQ. □ 



Contre-exemple: Le corollaire |6.4| n'est pas vrai pour la structure de |3.1| (pour le 
cas de Segal au moins), si la categorie X n'a pas d'objet final; et ceci meme pour la 
topologie grossiere. On donne un contre-exemple avec n — 0, i.e. pour les prefaisceaux 
simpliciaux. La categorie sous-jacente X sera la categorie avec 1 seul objet x, et un groupe 
Z d'automorphismes de x. Un prefaisceau simplicial au-dessus de X est juste un ensemble 
simplicial avec action de Z, i.e. un couple (B,t) ou B est un ensemble simplicial et t un 
automorphisme de B. Supposons que t agit sans point fixe a chaque niveau B k . Si (A, s) 
est un autre objet, et si l'automorphisme s a un point fixe dans un A}., alors il n'existe 
pas de morphisme (A, s) — > (B,t). Ceci conduit a une contradiction avec la propriete 
du corollaire |6.4| . En effet, la categorie X/x est la reunion disjointe d'exemplaires de la 
categorie triviale, done (B, t)\x/ x est fibrant si et seulement si B est un ensemble simplicial 
fibrant de Kan. Or il existe un tel B avec t agissant sans point fixe — par exemple on prend 
le complexe singulier total Sing(R) avec la translation qui agit sur R par t : £> i — > 6+1. 
Maintenant on peut fabriquer une cofibration triviale 

g:(B,t)^(A, 8 ) 

tel que (A, s) ait des points fixes, pour completer l'exemple. On prend A = Sing(R 2 ) avec 
l'automorphisme s : (a, b) \— > (a, b + a) et le morphisme B — » A defini par g : b i— > (1, b). 
Notons que A et B sont contractiles, done g est une cofibration triviale pour la structure 
|3TT| (la condition pour etre une cofibration est juste d'etre injectif). Or A a pour lieu fixe 
le sous-complexe Sing({Q} x R) c Sing(R 2 ). En particulier il n'existe pas d'application 
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(A,s) — > (B,t) qui induise l'identite sur (B,t). Ceci montre que (B,t) n'est pas fibrant 



pour la structure de 3.1 



La localisation de Boole 

Signalons l'existence du papier de Jardine sur la "localisation de Boole" [jBUfl : il est 
probable qu'on pourrait donner un traitement de la cmf de [3J] avec la technique de pi 
mais nous n'avons pas explore cette voie. 
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7. Categories de Segal et categories simpliciales 



La plupart des exemples de n-champs de Segal concernent le cas n = 1. II convient de 
souligner encore une fois qu'un 1-champ de Segal est en fait un certain type de oo-champ, 
ou les morphismes en degre > 2 sont inversibles. En particulier, un 1-champ de Segal peut 
etre un n-champ pour n > 1 (c'est le cas quand les ensembles simpliciaux de morphismes 
sont n — 1-tronques). 

Une categorie simpliciale est une categorie enrichie sur les ensembles simpliciaux 
(voir |)6|]). C'est done un ensemble d'objets Ob(C), muni, pour toute paire d'objets 
x,y G Ob(C), d' un ensemble simplicial Morc{x,y) dit des morphismes de x vers y, avec 
une loi de composition 

Morc(x,y) x Mor c (y, z) — > Mor c (x, z) 

qui est strictement associative, et des identites l x G (Morc(x,x))o. 

Les categories simpliciales ont joue, depuis longtemps deja, un role cle en theorie de 
l'homotopie, a commencer par Kan et Quillen; voir ensuite [|3T| |[!| ||33| , particulierement 



l'introduction de et plus recemment [P^j ; dans la meme volume que on releve 



immediatement d'autres papiers qui utilisent de fagon essentielle cette notion, par exemple 
celui de Waldhausen. 

Si C est une categorie simpliciale, on definit la 1-categorie de Segal associee, qu'on 
note encore C, comme la categorie de Segal definie par 

C := Ob(C), 

et pour Xq, . . . , x p G Co, 

C p /(x , ...,x p ) := Mor c (x , x x ) x Mor c (x 1 , x 2 ) X . . . X Mor c (x p -i, x p ). 

Les morphismes de la structure simpliciale sont dermis (de fagon evidente) en utilisant 
la composition en cas de besoin. Par exemple, la composition elle-meme devient le mor- 
phisme de face 02 

Cy(x, y) x Ci/(y, z) = C 2 /(x, y, z) Cy(x, z). 

Un foncteur entre deux categories simpliciales est une equivalence si et seulement si le 
morphisme correspondant entre 1-categories de Segal est une equivalence. On va montrer, 



15 On fait ici un leger abus de notation: en principe une "categorie simpliciale" devrait plutot etre 
un objet simplicial dans Cat, en particulier les objets devraient former un ensemble simplicial. Nous 
imposons la condition supplementaire que l'ensemble simplicial d'objets soit constant i.e. un ensemble 
discret. 
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en utilisant la theorie de la localisation de Dwyer-Kan qui sera traitee ci-dessous, que toute 
1-categorie de Segal est equivalente a une categorie simpliciale. Plus precisement, si A 
est une 1-categorie de Segal et A' son remplacement fibrant alors il existe une categorie 
simpliciale C et une equivalence C — > A'. 

Pour notre traitement des morphismes, champs, etc. nous utilisons systematiquement 
le point de vue des 1-categories de Segal. Signalons ici que les techniques que nous 
utilisons sont aussi disponibles, ou en voie de developpement, pour les categories sim- 
pliciales. Dwyer, Hirschhorn et Kan decrivent une categorie de modeles fermee pour les 
categories simpliciales, ou les cofibrations sont les retractions d'extensions libres (iterees) 
||30|| . D 'autre part, Cordier et Porter ont developpe une theorie des morphismes "ho- 
motopiquement-coherents" entre deux categories simpliciales ||24| . Si C et D sont deux 
categories simpliciales, ils definissent une categorie simpliciale Coh(C, D) de foncteurs et 
transformations naturelles "coherents" entre C et D. La notion de composition pour de 
tels foncteurs est un peu problematique (car la 2-categorie de Segal lSeCAT n'est pas 
equivalente a une 2-categorie stricte simpliciale), et c'est le sujet d'une grande partie du 
papier p4| . 



II reste notamment a faire le lien entre ces differents points de vue. On peut isoler 
deux problemes: 

Probleme 7.1 Donner une equivalence (a la Quillen) entre la cmf des categories sim- 
pliciales de Dwyer- Hirschhorn- Kan ^3C\] , et la cmf des 1-pr Scats de Segal du theoreme 

w. 



Le probleme ci-dessus est en grande partie traite dans Dwyer-Kan-Smith |[L11|| : ils 
donnent une equivalence entre les categories homotopiques; il reste a verifier que leur 
construction donne un foncteur de Quillen. 

Probleme 7.2 Etant donnees deux categories simpliciales C et D, construire une equi- 
valence de 1-categories de Segal 

Coh(C, D) = Hom (C, D') 

ou Coh(C, D) est la categorie simpliciale definie par Porter et Cordier WAh C' et D' sont 
des remplacements fibrants des categories de Segal correspondant aC et D et Hom (C, D') 
est le Horn interne des 1-precats de Segal (qui sera traite au §11 ci-dessous). 



On fait un pas vers le premier de ces problemes dans le corollaire ^.1U| ci-dessous, ou 



on montre que toute 1-categorie de Segal est equivalente a une 1-categorie simpliciale. 

Remarque: La categorie de modeles fermee de Dwyer-Hirschhorn-Kan ne peut pas etre 
"interne" (voir §11 ci-dessous) car les cofibrations sont des extensions libres (iterees) de 
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categories et ne sont done pas stables par produit direct. En particulier, la construction de 
|94| (voir aussi §11 ci-dessous) d'une categorie stricte enrichie pour les objets en question, 



ne peut pas s'adapter a cette categorie de modeles fermee. 

En fait, il ne peut pas exister une categorie stricte SplCAT enrichie sur les 1-categories 
simpliciales et ayant le bon type d'homotopie (i.e. equivalente a lSeCAT). Car si SplCAT 
existait, on pourrait effectuer la troncation r<^SplCAT, e'est-a-dire une troncation < 
2 pour les categories simpliciales de morphismes, ou encore une troncation < 1 pour 
les ensembles simpliciaux de 2-morphismes. Or la troncation r<i donne une 1-categorie 
stricte, et est compatible aux produits directs. Ceci entrainerait que T< 3 SplCAT serait 
une 3-categorie stricte. Mais lSeCAT a des produits de Whitehead non triviaux, ce qui 
implique que T<z(lSeC 'AT) ne peut pas etre equivalente a une 3-categorie stricte. 

Produits et coproduits homotopiques 

Dans une categorie simpliciale on a une notion de produit fibre homotopique et la notion 
duale de coproduit homotopique. En fait, on dispose de ces notions dans une n-categorie 
de Segal cf |95| mais on se borne ici au cas n — 1. C'est un cas particulier de la notion de 
limite (ou de colimite), voir |95| et §14 ci-dessous. 



Soit A une categorie simpliciale, avec X, Y, Z G Aq et des morphismes (i.e. sommets 
de l'ensemble simplicial Hoi71a(-, •)) / : X — > Y et g : Z — > Y. Si U G A Q est un objet 
muni de morphismes p : U — > X et q : U ^ Z et d'une homotopie 7 : fp ~ gq on dira 
que (U, p, q, 7) est un produit fibre homotopique et on ecrira 

U = X x^Z 

si, pour tout objet V G A le morphisme nv,u hiduit par (p, q, 7) 

Hom A (V, U) - Hom A (V, X) x h HomA{v>Y) Hom A (V, Z) 

est une equivalence faible; a droite il s'agit du produit fibre homotopique d'ensembles 
simpliciaux (obtenu par remplacement d'un des morphismes par une fibration de Kan), 
et le morphisme est defini a homotopie pres apres remplacement a droite par un ensem- 
ble simplicial de Kan. En fait le lecteur pourrait imaginer qu'on a fp = gq et que 7 
est l'homotopie constante — ce sera le cas notamment dans nos exemples provenant des 
categories de modeles fermees — mais si on imposait cette condition alors la notion ne 
serait pas invariante par equivalence A = A' de categories simpliciales. Si fp et gq sont 
egaux, le morphisme ci-dessus est bien defini a valeurs dans le produit fibre strict habituel 
(non- homotopique) . 

Si (V,p',q', 7') se trouve etre un autre produit fibre homotopique (pour les memes 
donnees) alors la fibre homotopique de fiy jj au- dessus de {p',q' 1 r )') est contractile, tout 
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comme celle de fiu,v au-dessus de (p, q, 7) , ce qui fournit des ensembles simpliciaux con- 
tractiles canoniques de morphismes U — > V et V — > U, et assure l'unicite essentielle du 
produit fibre homotopique (U, p, q, 7) s'il en existe un. 

On dira que A admet des produits fibres homotopiques s'il existe un produit fibre 
homotopique (U, p, q, 7) = X x y Z pour tout couple de morphismes X — > Y <— Z de A. 

On a une notion duale de coproduit homotopique: si X <— Y Z est un diagramme 
dans A, le coproduit homotopique correspondant est un quadruplet (U, i,j, 6) avec % : X — > 
U, j : Z U et 6 une homotopie ~ jg. On laisse au lecteur le soin de donner des 
precisions analogues a ce qui est dit plus haut pour le produit. On notera le coproduit 
homotopique 

{U,i,j,6)=X\JlZ, 



et on dira que A admet des coproduits homotopiques s'il existe un tel coproduit homo- 
topique pour tout couple de morphismes X <— Y A Z. 

Ces notions sont les generalisations aux objets d'une categorie simpliciale quelconque, 



des holim et hocolim de Bousfield-Kan [151 et al. 



Ces notions peuvent etre definies de la meme fagon pour une 1-categorie de Segal A a 
condition de choisir un scindage A\/ x Ao A\/ — > A 2 / (un tel scindage existe par exemple 
si A est fibrante) fournissant un morphisme de composition A\i x^ A\i — > Ai/\ et on n'a 
pas besoin des relations de coherence superieures. On laisse ce developpement au lecteur, 
ainsi que le soin de verifier que ces notions de limites et colimites sont compatibles avec 
les definitions de [p5|| . 



Dans pi] , Gabriel et Zisman ont introduit une notion de produit fibre homotopique 
dans une 2-categorie stricte, et ils l'ont utilisee pour construire le foncteur Q sur la 
categorie homotopique Ho(Top) donnant lieu a la suite exacte longue d'une fibration. 
Dualement ils ont introduit une notion de coproduit homotopique et l'ont utilisee pour 
construire le foncteur S sur Ho(Top). Dans les deux cas, en utilisant la structure de 2- 
categorie, ils produisent des limites ou colimites bien definies dans la 1-categorie obtenue 
par troncation (en l'occurrence la categorie homotopique). On peut voir la notion de 
produit fibre homotopique ci-dessus comme une generalisation de leur notion au cas des 
n-categories (1-groupiques) quand n tend vers l'infini. Expliquons en quoi les deux con- 



structions sont compatibles: si A est une categorie simpliciale alors la construction de [41 



pour Top s'etend en une version de t< 2 A qui est une 2-categorie stricte; et on peut alors 



appliquer l'argument de |£| a r< 2 A Si A admet des produits fibres homotopiques au 



sens ci-dessus, alors r< 2 A verifie les conditions (A), (B), (C) de et le produit qu'ils 
definissent est l'image de notre produit fibre homotopique dans le tronque t<\A (en fait ils 
regardent surtout la fibre homotopique au-dessus d'un point de base mais pour le produit 
fibre l'argument est le meme). 
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L'argument de Gabriel-Zisman permet — en passant par r<2^4 — de munir r<\A d'une 
structure supplement aire avec les operations fl (quand A est pointe et admet des produits 
fibres homotopiques) et S (quand A est pointe et admet des coproduits homotopiques) . 
Alternativement (mais on souligne quand-meme que l'argument de Gabriel-Zisman date 
de 1964) on peut induire directement vers le tronque t<±A, ces operations qu'on peut 
definir sur A par 

{IX := * Xx * 

et 

TY := * Ul *. 

Une version de l'argument de Gabriel-Zisman adaptee aux categories d.g. de complexes, 



est donnee par Bondal-Kapranov [[14]]. Nous ne nous sommes apergu de l'existence de 
l'argument de Gabriel-Zisman qu'apres que M. Kontsevich nous a indique le resultat de 
Bondal-Kapranov. 
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8. Localisation de Dwyer-Kan 



Une bonne source d'exemples de categories simpliciales, et done de 1-categories de 
Segal, est la theorie des localisees simpliciales L(C, W) (et leurs variantes L H (C, W) qui 
sont equivalentes) developpee dans les papiers de Dwyer et Kan |3l|, |32|], [Q. Si C est 
une categorie et W une sous-categorie on obtient une categorie simpliciale L(C, W) "en in- 
versant homotopiquement les fleches de W" (souvent la sous-categorie "des equivalences" 



W est sous-entendu, dans ce cas on utilisera la notation L(C) voir Convention 8J3 ci- 
dessous). Nous renvoyons le lecteur aux travaux [^T[] , [[!2|], pour plus sur les notations 
et definitions. 

Ici, le terme "localisation" n'a pas exactement la meme signification qu'au §6 (bien 
qu'il y ait un rapport entre les deux notions). Pour le reste du papier nous utiliserons le 
mot "localisation" pour parler de la localisation de Dwyer-Kan (ou de son analogue pour 
les n-categories de Segal). 

Pour etre historiquement correct il convient de preciser que Quillen [^] avait deja, 
avec sa notion de categorie de modeles fermee simpliciale, trouve la plupart des categories 
simpliciales qu'on construit avec la localisation de Dwyer-Kan; et en particulier, dans 
tous nos exemples, la cmf M qu'on localise admet deja une structure simpliciale et on 
pourrait done faire reference a fl83| . Cependant, l'observation de Dwyer-Kan selon laquelle 
la structure simpliciale ne depend, a equivalence pres, que de M et de sa sous-categorie 
d 'equivalences faibles est une amelioration tres importante par rapport [831 qui permet 



d'obtenir facilement des fonctorialites sans avoir a verifier qu'un foncteur preserve la 
structure simpliciale. C'est pour cette raison que nous utilisons systematiquement cette 
construction de Dwyer-Kan. 

On commence par une remarque plus ou moins triviale mais qui n'apparait pas ex- 
plicitement dans j3lf , [[321 , fl33|| . C'est une variante du Corollaire 3.6 de [^] dans laque- 



lle on considere des foncteurs non necessairement adjoints et des transformations na- 
turelles de direction quelconque. Pour exprimer cette observation, convenons d'appeler 
chaine de transformations naturelles entre deux foncteurs A et B la donnee d'une suite 
A = A, Ai, . . . , A n = B de foncteurs et d'une suite ui, . . . , u n ou Ui est une transforma- 
tion naturelle soit de A^ vers A4 soit de A4 vers A^i. Convenons aussi de dire qu'une 
transformation naturelle u entre deux foncteurs F, G : C — > D est a valeurs dans la sous- 
categorie W de D si pour tout objet X de C, u(X) est un morphisme de W (de meme 
pour une chaine de transformations naturelles). 

Lemme 8.1 Soit C et C deux categories munies de sous- categories W et W . Soient 

F : C -> C", G : C -> C 
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deux foncteurs avec F(W) C W et G(W) C W . Supposons qu'il existe des chaines de 
transformations naturelles u : GF <->• 1q et v : FG *-> lc a valeurs respectivement dans 
W et W . Alors F induit une equivalence de categories simpliciales 

L{C, W) 5 L(C',W). 

Preuve: L'existence d'une chaine de transformations naturelles a valeurs dans W implique 
que le foncteur induit par GF sur L(C, W) est une equivalence: il resulte alors des Propo- 



sitions 3.3 et 3.5 de || que le morphisme L(C,W)(X,Y) -> L(C, W) (GFX, GFY) est 
une equivalence, et il est facile de voir que GF : L(C, W) — > L(C, W) est essentiellement 
surjectif. De meme le foncteur induit par FG est une equivalence. Par consequent F et G 
induisent des equivalences. A la limite, cette derniere etape peut etre vue en utilisant la 
structure de categorie de modeles fermee pour les 1-precats de Segal: un foncteur est une 
equivalence si et seulement s'il induit un isomorphisme dans la categorie homotopique, et, 
dans celle-ci, on peut utiliser le fait que l'existence d'inverses a droite et a gauche implique 
l'inversibilite; enfin, pour conclure, on observe qu'un foncteur entre categories simpliciales 
est une equivalence si et seulement si le foncteur correspondant entre 1-categories de Segal 
est une equivalence. □ 

L'observation suivante est utile pour traiter des sous-categories defmies par des con- 
ditions homotopiquement invariantes, par exemple des categories de complexes a coho- 
mologie supportee dans un intervalle. 

Proposition 8.2 Soit C une categorie et W une sous- categorie de C admettant un calcul 
de fractions homotopique (cf W^)- Soit B C C une sous- categorie pleine definie par 
une propriete W-invariante, i.e. I'image inverse d'un sous- ensemble B' de V ensemble de 
classes d'equivalence d'objets de L(C,W). Alors (B,W C\B) admet un calcul de fractions 
homotopique et L(B, W PI B) —>■ L(C, W) est homotopiquement pleinement fidele, avec 
pour image essentielle la sous- categorie pleine de L(C, W) image inverse du meme sous- 
ensemble de V ensemble des classes d'equivalence. 

C'est une consequence directe de la definition de Dwyer-Kan (||32|| Definition 6.1). □ 



L'application principale de la construction de Dwyer-Kan cf fournit, a partir d'une 
categorie de modeles fermee M et de sa sous-categorie W des equivalences faibles, une 
categorie simpliciale L(M, W). 

Convention 8.3 Si M est une categorie de modeles fermee (ou une sous-categorie d'ob- 
jets fibrants, cofibrants etc.) on notera L(M) la localisee de Dwyer-Kan par rapport a 
la sous-categorie des equivalences faibles. Cette convention s'etendra a toute categorie 
dans laquelle il y a une notion naturelle "d'equivalence" . En cas de confusion pos- 
sible, e.g. quand il s'agit de comparer les equivalences pour la topologie grossiere et 
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les Q- equivalences, on remettra W dans la notation par exemple L(nSePCh,W gro ) ou 
L(nSePCh,W g ). 

Signalons maintenant quelques methodes de calcul des "complexes de fonctions", i.e. 
des ensembles simpliciaux de morphismes dans L(M) ou M est une categorie de modeles 
fermee. II y a bien sur la definition directe de |3l| a l'aide d'une resolution de M par des 
categories libres simpliciales; nous renvoyons le lecteur a pour plus de details. 



La deuxieme methode est celle des "hamacs", de Dwyer-Kan |]32| |. Cette methode 
convient pour toute localisation mais avec des hamacs de longueur arbitraire. Comme 
il est remarque dans [0, dans le cas d'une categorie de modeles fermee, on peut se 



restreindre aux hamacs de longueur 3. Pour x, y G M on note 

ham 3 (M; x, y) 
la categorie de diagrammes de la forme 



x 



ou la premiere et la derniere fleche sont des equivalences faibles i.e. dans W. Les mor- 
phismes dans ham 3 (M; x, y) sont les diagrammes de la forme 

x <— a — > b <— y 

\r \- \- \r 

x <— a — > b <— y 

ou les fleches verticales aux deux bouts sont les identites de x et de y. Dwyer et Kan don- 
nent dans |32 une equivalence faible d'ensembles simpliciaux naturelle entre le complexe 



de fonctions entre x et y, et le nerf de la categorie des hamacs: 

L(M)y(x,y) = vh&m 3 (M;x,y). 

La derniere methode est celle des "complexes de fonctions homotopiques" ( "homotopy 
function complexes"), de Reedy [jS6fl , et de Dwyer, Hirschhorn, Kan |3^] |59[ p3| . Ceci 



est une generalisation ou affaiblissement de la methode de Quillen [|^] de considerer une 
structure simpliciale sur la categorie de modeles fermee. Dans la methode des "function 
complexes" , on n'exige pas autant de fonctorialite, ce qui donne plus de flexibilite (au prix 



du fait, comme remarque dans que la composition des fonctions n'est plus directement 
accessible — mais ceci ne pose pas de probleme car on dispose deja de la categorie L(M)). 

Soit x, y G M. Une resolution simpliciale fibrante de y est un objet simplicial de M, 
y G M A ° muni d'un morphisme c*y — > y ou c*y est l'objet constant a valeurs y, tel que 
V — * y(p) s °it une equivalence faible pour tout p G A, et tel que y soit fibrant pour la 
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structure de Reedy de M A ° (voir |86| |59| |3(| (|6| ainsi que notre discussion plus bas). 
Dualement, une resolution cosimpliciale cofibrante de x est un objet cosimplicial de M, 
x G M A muni d'un morphisme x — > c*x tel que x(p) — * a; soit une equivalence faible pour 
tout p G A, et tel que x soit cofibrant pour la structure de Reedy sur M A . 

Avec ces resolutions, on obtient (voir loc cit.) une equivalence naturelle d'ensembles 
simpliciaux 

L(M) 1/ (x,y)^d*M 1/ (x,y) 

ou le terme de droite est la diagonale de l'ensemble bisimplicial de morphismes entre les 
deux resolutions. Si x est cofibrant, on a 

L(M) 1/ (x,y)^M 1/ (x,y) 

tandis que si y est fibrant on a 

L(M) 1/ (x,y) = M 1/ (x,y). 

Ceci est une generalisation directe de la notion de calcul de complexes de fonctions en 
algebre homologique ( a l'aide resolutions projectives et injectives de complexes). Ce 
cadre tres satisfaisant est (a notre connaissance) du a Reedy [p6 |, et a Dwyer, Hirschhorn, 



Kan JJIJ P5| ; et c'est ce a quoi pensait Quillen en intitulant "algebre homotopique" 



son livre p3| . Plus loin on retrouve les origines dans la theorie des hyper-recouvrements 
de Verdier [|J. 

Si M est une categorie de modeles fermee simpliciale (c'est le cas principal envisage 
par Quillen f83|), on obtient des resolutions a partir de la structure simpliciale, done 
la localisee L(M) est equivalente a la categorie simpliciale M^ 1 des objets cofibrants et 
fibrants. 

Dans l'introduction de |p3| , Dwyer-Kan indiquent sans entrer dans les details que L(M) 
"capture toute l'information homotopique superieure implicite dans M" que Quillen [j33fl 
avait recherchee, et partiellement reconstituee dans la categorie homotopique de M — pour 
le cas non simplicial. En fait on peut preciser leur affirmation. En effet, le lemme suivant 
et son corollaire autorisent les constructions de Gabriel-Zisman qu'on a rappelee au §7 
plus haut et, dans le cas pointe, celles-ci induisent bien sur Ho(M) = t<iL(M, W) la 
"structure triangulee" definie par Quillen. 

Lemme 8.4 Si M est une categorie de modeles fermee, alors L(M) admet des produits 
fibres homotopiques et des coproduits homotopiques au sens du §7 ci-dessus. 

Preuve: On applique la methode des resolutions rappelee ci-dessus. Soit 

x — ► y <— z 
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un diagramme entre objets fibrants de M, avec les deux fleches fibrantes (tout diagramme 
pour un produit fibre dans L(M) est equivalent a un diagramme de cette forme). Pour 
u G M, on choisit une resolution cosimpliciale cofibrante u — > u. Alors le carre 

L(M)i/(u,x x y z) L(M) lf (u,z) 

i I 

L(M)y{u,x) -> L(M)i/(u, y) 

est equivalent au carre cartesien d'ensembles simpliciaux 

Mi/(u, x x y z) —* My(u,z) 

i I 
Af v (u,x) -> My(u,y). 

Les morphismes en bas et a droite sont des fibrations de Kan (on peut le verifier en 
utilisant le fait que u est cofibrant de Reedy et que les morphismes x — > y et z — > y sont 
fibrants). Done ce carre est aussi homotopiquement cartesien, done le carre des complexes 
de fonctions est homotopiquement cartesien. Ceci montre que x x y z est un produit fibre 
homotopique de x et z au-dessus de y. 

La demonstration pour les coproduits homotopiques est duale. □ 



Corollaire 8.5 Si M est une categorie de modeles fermee, la 2-categorie stride r<2^(M) 
verifie les proprietes (A), (B), (C) de Gabriel- Zisman et (dans le cas pointe) leur con- 
struction des operations O et S s 'applique, et donne done la "structure triangulee" sur 
HoM = r<iL(M). 

La verification est laissee aux soins du lecteur. □ 
Pour une version plus generale de ce lemme, qui permet de calculer les limites indexees 



par une petite categorie, voir la proposition |14.2| ci-dessous (pour les colimites, voir |14.3| ) 



On revient maintenant a des considerations generales sur la localisation. On va definir 
la localisation pour une n-categorie de Segal. Soit done A une n-precat de Segal et f E An 
une z-fleche, 1 < i < n. On rappelle qu'avec les notations de on a 



A X i = Mor nSe Pc(h(l l ),A) = Mor nSeP c^{*), A) 

oil h(l l ) est la n-precat de Segal representee par V G 0" +1 et oil iT designe l'operation T 
de [^] iteree % fois. On a l'egalite T(*) = /, oil I est la 1-categorie ayant deux objets 0, 1 
et un morphisme — > 1. On peut ecrire zT(*) = (i — l)T(J). Notre i-fleche / correspond 
done a un morphisme 

f : (i — 1)T(7) — > A. 
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Soit / la 1-categorie ayant deux objets 0, 1 et un isomorphisme 0=1. On a / C /, et 
done une cofibration 

(i ~ l)T(I) (i - 1)T(7) 
qu'on combine avec / pour definir 



n 



SeL(A, f) := A u (i ~ 1)T(/) (i - 1)T(/). 



C'est une n-precat de Segal (meme si A etait une n-categorie de Segal, ce n'est pas en 
general une n-categorie de Segal). II faut appliquer l'operation SeCat (ou un remplace- 
ment fibrant) pour obtenir une n-categorie de Segal SeCat(nSeL(A, /)). 

Si B est une n-categorie de Segal fibrante et u : A — ► B un morphisme, alors u s'etend 
en un morphisme 

v! : nSeL(A, f) -> B 

si et seulement si l'image u(f) est inversible a homotopie pres dans B, i.e. si elle est 
inversible comme z-neche dans T<i(B). 

On peut preciser un peu plus cette propriete universelle; mais il nous faut faire appel 
aux notations de la section §11 ci-dessous. Le lecteur est invite a lire le §11 (voir aussi 
|9i | et |95[|) avant d'aborder ce qui suit jusqu'a la fin de la demonstration de la prochaine 



proposition (sigle 0). 

Pour B fibrant, le morphisme 

Hom inSeUA, f),B) -> Hom (A, B) 

est pleinement fidele avec pour image essentielle la sous-n-categorie de Segal pleine de 
Hom(A, B) dont les objets sont les u tels que u(f) soit inversible a homotopie pres. Ce 
resultat (pour la preuve voir la proposition ci-dessous) signifie que SeCat(nSeL(A, /)) 
possede la propriete universelle qui en fait une localisation de A. 

En particulier on note que si / etait deja inversible a homotopie pres dans SeCat(A), 
alors le morphisme A — > nSeL(A, f) est une equivalence faible. 

On etend maintenant cette construction au cas des sous-ensembles de z-fleches. Soit 
A une n-precat de Segal et soit W = {W 1 } un systeme de sous-ensembles de i-fleches 
W % C A\i, 1 < % < n. On definit alors nSeL(A, W) comme le coproduit de A avec un 
exemplaire de (i — l)T(J) recolle le long de (i — l)T(J), pour chaque / e W\ Si on 
veut avoir une n-categorie de Segal on peut ensuite rega.rderSeCat(nSeL(A,W)). On a 
la meme propriete universelle, qu'on enonce sous la forme suivante. 

Proposition 8.6 Soit A une n-categorie de Segal et W = {W 1 } un systeme de sous- 
ensembles de i-fleches W l C A X i. Alors A — > nSeL(A, W) possede la propriete universelle 
suivante. Si B est une n-categorie de Segal fibrante alors 

Hom inSeUA, W),B)^ Hom (A, B) 
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est pleinement fidele avec pour image essentielle la sous-categorie pleine des u : A — ► B 
tels que, pour tout f dans I'un des W l , u(f) soit inversible a homotopie pres. 



Preuve: Au vu des proprieties du Horn interne cf |1 1 . 1| ci-dessous, il suffit de voir cette 
propriete pour l'inclusion 

(<-l)T(J)-(*-l)T(7). 

Un morphisme 

(z - l)T(J) 

est la meme chose qu'un morphisme 

/ — > Bp—i i . 

Comme Bp-i/ est fibrant, un tel morphisme s'etend a I si et seulement si la z-neche en 
question est inversible a equivalence pres. II reste a prouver que le morphisme 

Hom({i - l)T{7),B)y{f,g) -> Hom((i - 1)T(J), B) x/ {f,g) 

est une equivalence; on va montrer que c'est une fibration triviale en montrant la propriete 
de relevement pour toute cofibration triviale E — ► E' . 
Pour cela il faut montrer que le morphisme 

(i - l)T(I) x T(E) U ( i - 1 ) T ( J )^°' 1 > (i - 1)T(7) x {0, 1} -> (i - 1)T(7) x T(S) 

est une cofibration triviale. L'argument est le meme que dans la demonstration de ( ||95|| 
Theorem 2.5.1) et on ne le reproduit pas ici. 

Avec ce fait, on obtient que pour toute cofibration E — > E', la cofibration 

(i - 1)T(7) x T(E) u^W 7 ^^ (i - l)T(J) x T(E') 

-> (z - 1)T(7) x T( J B / ) 
est triviale, ce qui donne la propriete de relevement voulue (en notant qu'un morphisme 

s'identifie a un morphisme 

(z - 1)T(7) x T(E) -> B 

se restreignant en /, g sur (i — l)T(J) x {0, 1} et de meme pour les autres morphismes du 
carre dans le diagramme de relevement). □ 
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Revenons maintenant au cas des 1-categories de Segal. On a defini une localisation 
lSeL(A, W) par tout sous-ensemble de 1-fleches W C A 1 . Dans ce cas on n'a pas besoin de 
la notation T puisqu' on attache simplement des exemplaires de / le long des morphismes 
/ — ► A correspondant aux fleches de W. Cette construction est compatible avec celle de 
Dwyer-Kan au sens suivant. 

Proposition 8.7 Soit C une categorie etWdC une sous-categorie. Alors il y a une 
equivalence de 1-categories de Segal (compatible avec I'identite de C) 

L{C, W) 4 lSeL{C, W)' 
ou lSeL(C, W) f est un remplacement fibrant de lSeL(C, W). 

Preuve: Rappelons (01) qu'une categorie libre est une categorie librement engendree par 
un ensemble de fleches qu'on appellera les generateurs. Si on fixe un ensemble O d'objets, 
on a la notion de produit libre d'une collection de O-categories (i.e. de categories dont O 
est l'ensemble d'objets). Si on fixe un ensemble de generateurs {f a } avec f a une fleche de 
x a G O vers y a G O, notons par (f a ) la O-categorie libre engendree par f a . La O-categorie 
libre engendree par {f a } est alors le produit libre des O-categories (/ a )- 

On va prouver d'abord le resultat suivant: soit C une categorie libre (avec ensemble 
O d'objets) et soient x,y G O. On va rajouter une fleche / de source x et but y. Soit 

C :=C*(f) 

la O-categorie libre engendree par les generateurs de C plus /. D'autre part la fleche / 
de C correspond a un morphisme I — > C . On va prouver que le morphisme de 1-precats 
de Segal 

C u {x ' v} I^C 

est une equivalence faible. 

Pour prouver ce resultat, on montre que C s'obtient a partir de CU^ x ' y ^ I par une suite 
de cofibrations triviales explicites. Pour tout £, soit F(C' le sous-ensemble simplicial de 
C determine par les simplexes comportant au total, dans toutes leurs aretes principales, 
au plus £ des generateurs de C (i.e. des generateurs de C plus /). Ici on compte, sur 
une meme arete (qui correspond a une fleche de C) , le nombre des generateurs (avec leur 
multiplicite) qui entre en jeu dans la fleche en question. Soit F(C l'intersection de FgC 
avec C, c'est-a-dire le sous-ensemble simplicial de C des simplexes comportant au plus £ 
generateurs de C au sens ci-dessus. On a l'egalite 

F,C = F,CU {x ' y} I. 
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On va montrer que, pour £ > 2, FfC' est obtenu a partir de F^\C \j Fe ' lC FgC par 
coproduit avec une collection de cofibrations triviales. Pour cela, on appellera i-simplexe 
elementaire tout element u G C[ dont les aretes principales sont des generateurs de C. 
Rappelons aussi (cf. p^| ) que h(£) designe l'ensemble simplicial represents par £ (considere 
comme 1-precat de Segal constant en la deuxieme variable simpliciale). Le morphisme 

i:h(£- 1) U h{e ~ 2) h(£ - 1) -> h(£) 

correspondant a l'inclusion de la premiere et de la derniere face, est une cofibration triviale 
de 1-precats de Segal. Si u est un £-simplexe elementaire vu comme morphisme de h(£) 
vers C, on a soit u : h(£) — > C, soit 

vrXFt-iC U F ^ C C) = % (h(£ - i) u h{e - 2) h(£ - 1)) . 

Dans le premier cas on n'a pas besoin d'ajouter u; dans le deuxieme cas on peut ajouter 
a F^C U Fe ~ lC F e C un exemplaire de h(£) recolle le long de h(£ - 1) U h{l ~^ h(£ - 1), 
correspondant a u. Appelons provisoirement B le resultat de tous ces coproduits, un pour 
chaque £-simplexe elementaire non contenu dans C. II y a un morphisme evident B — > C 
et il est facile de voir que ce morphisme est injectif, car un element (i.e. fc-simplexe) 
introduit par la cofibration associee a u connait tous les generateurs apparaissant dans 
u, en particulier il ne peut provenir d'une cofibration associee a un «' ^ u. D'autre part 
l'image de ce morphisme est visiblement F^C . Done B = F(C' et on a prouve que 

F^C U Fe ' lC F e C -> F(C' 

est une cofibration triviale. L'argument montre aussi que 

F^C U Fe - lC C -> F(C' U FeC C 

est une cofibration triviale. La composition de ces cofibrations triviales donne la cofibra- 
tion triviale 

F X C U FlC C -> C, 

e'est-a-dire le resultat cherche. 

Maintenant on continue la demonstration de la proposition. Notons A * B le produit 
libre de deux O-categories, et A U° B le coproduit en tant que 0-precats de Segal (i.e. 

16 II est facile de voir par recurrence que le morphisme 

h(m-l) U* h(l) -> h(m) 

est une cofibration triviale, et on voit que i est une cofibration triviale en combinant ce resultat pour 
m = lctm = l— \ avec la propriete "trois pour le prix de deux" . 
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1-precats de Segal ayant O comme ensemble d'objets). Le resultat ci-dessus implique, 
par recurrence (plus eventuellement passage a une colimite filtrante qui ne pose pas de 
probleme), que si C est la categorie libre engendree par {f a } alors 

n</«> - c 

a 

est une equivalence faible de 1-precats de Segal. II s'ensuit que si A et B sont des O- 
categories libres, alors le morphisme 

A U° B -f A * B 

est une equivalence faible de 1-precats de Segal. 

Si A est une O-categorie simpliciale on peut la considerer comme 1-categorie de Segal 
(en utilisant la variable simpliciale comme deuxieme variable simpliciale pour la categorie 
de Segal). Le resultat ci-dessus implique directement que si A et B sont des O-categories 
simpliciales, libres a chaque etage, alors le morphisme 

A U° B -f A * B 

est une equivalence faible. Maintenant, le coproduit (dans une cmf) d'objets cofibrants 
(et pour |2.3| tout objet est cofibrant) preserve le type d'equivalence. Dwyer-Kan montrent 
que le produit libre des O-categories simpliciales quelconques preserve l'equivalence (|HJ 
Proposition 2.7). En utilisant des resolutions simpliciales libres (01) on obtient que pour 
toute paire de categories simpliciales A, B ayant l'ensemble O pour objets, le morphisme 

A U° B -> A * B 

est une equivalence faible de 1-precats de Segal. 

Revenons maintenant a la definition de la localisation de Dwyer-Kan |3]J . Si C est une 
categorie et W une sous-categorie, Dwyer-Kan choisissent une resolution libre de C de la 
forme A* B avec A et B des categories simpliciales libres a chaque niveau (et partageant 
le meme ensemble d'objets O), et de sorte que B soit une resolution de W. Notons B la 
categorie simpliciale obtenue en inversant les fleches de chaque niveau de B. Par definition 
on a 

L(C, W):=A*B 

tandis que 

\SeL{A *B,B) = (A* B) U B lSeL(B, B). 

Observons en outre que lSeL(B, B) — > B est une equivalence faible (pour cela on peut 
supposer que B est une categorie libre, auquel cas B est son complete O-groupique et 
lSeL(B, B) aussi). 
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On a une suite de fleches 

AU°B = (AU°B)U B B^(A*B)U B B^A*B, 

et d'apres les remarques ci-dessus, la premiere fleche et la composee sont des equivalences 
faibles de 1-precats de Segal. D'apres "trois pour le prix de deux" on obtient que la fleche 

lSeL(A * B,B) = (A* B)U B B -> A*B = L(C, W) 

est une equivalence. D'autre part la localisation lSeL preserve les equivalences done la 
fleche 

lSeL(A *B,B)^ !SeL(C, W) 

est une equivalence faible done, en choisissant un remplacement fibrant lSeL(L, W)' on 
obtient une equivalence (essentiellement bien definie) de 1-categories de Segal 

L(C, W) 5 lSeL{C, W)'. 
Ceci termine la demonstration. □ 

Corollaire 8.8 SoitC une categorie simpliciale et W C C une sous-categorie simpliciale. 
On peut supposer que W est saturee au sens que W(x, y) est une reunion de composantes 
connexes de C(x,y) (cf fi3l\]). L'ensemble Wi t o des sommets de V ensemble simplicial des 
fleches de W est un sous-ensemble de 1- fleches de la 1- categorie de Segal correspondante 
a C. On a alors une equivalence de 1-categories de Segal (compatible avec les injections 
de C) 

L(C, W) 5 lSeL{C, Wi fi y. 

Preuve: On suppose C libre comme dans |31|, et on applique la proposition a chaque 
niveau. On peut noter que d'apres []3T], L(C,W) est equivalent a L(C,Wi > o). □ 

Corollaire 8.9 SoitC une categorie simpliciale etW C C une sous-categorie simpliciale. 
Si B est une 1-categorie de Segal fibrante, alors le morphisme de 1-categories de Segal 

Hom (L(C, W),B)^ Hgrn jC, B) 

est pleinement fidele avec pour image essentielle la sous-categorie des morphismes C — » B 
qui envoient les elements de W sur des morphismes inversibles (a equivalence pres) dans 
B. 
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Preuve: II suffit d'appliquer la proposition |8.6| et 
categorie C non simpliciale). 



(ou juste 



s'il s'agit d'une 1- 
□ 



Ce corollaire devrait avoir une variante formulee en termes de categories simpliciales 
avec les categories simpliciales Coh(-,-) de morphismes de Cordier et Porter, voir les 
problemes [73|-|7^ ci-dessus. 

Remarque: En toute rigueur, il n'existe pas forcement de morphisme C — > L(C,W). 
En revanche, si C — > C est la resolution simpliciale standard de C (qui est une equivalence 
de categories simpliciales) on a par construction un morphisme C — > L(C, W). Nous 
allons, dans le reste du papier, negliger ce point technique (on Fa deja ignore dans l'enonce 
du corollaire precedent) et pretendre qu'on a un morphisme C —>■ L(C, W). Cette difnculte 
ne concerne pas lSeL(C, W) qui regoit par construction un morphisme de source C. 

Le corollaire suivant est l'analogue pour les categories de Segal ayant plusieurs objets, 
d'un fait bien connu pour les monoides topologiques: tout mono'ide faible (i.e. objet de 
la categorie sous-jacente a une machine de delagage; par exemple une categorie de Segal 
avec un seul objet, pour la machine de Segal) est equivalent a un mono'ide topologique 
strict. Voir le travail de Fiedorowicz [ficfl , ou la proposition 1.12 de Dunn |28| . 

En fait ce corollaire se trouve dans |l ll], avec pour la premiere fois la notion de 



1-categorie de Segal (la presente remarque a ete ajoutee dans la version 2). 

Corollaire 8.10 Si A est une 1-categorie de Segal fibrante alors il existe une categorie 
simpliciale C et une equivalence C — ► A. 

Esquisse de demonstration: En considerant A comme un prefaisceau simplicial sur la 
categorie A, on peut appliquer la "subdivision barycentrique" au-dessus de chaque ob- 
jet de A (voir le lemme |16.1| ci-dessous) pour obtenir un prefaisceau de categories sur 
A. Ensuite on applique l'operation d'integration de Grothendieck (cf §16 ci-dessous), en 



utilisant un analogue du lemme |16.1| pour les prefaisceaux de categories au-dessus de A 
au lieu des ensembles simpliciaux. Ceci est l'analogue pour les categories de Segal, de 
la platification ("flattening") utilisee dans Dwyer-Kan ( |ft4|| "A derealization theorem" 
2.5). On obtient ainsi une 1-categorie /3(A) munie d'un sous-ensemble 5(A) de 1-fleches: 
on y inclut toutes les fleches "verticales" i.e. des categories-fibres, ainsi que les fleches 
"horizontales" qui entrent dans le S(A) du |16.1| . Comme dans |16.l| , 



on a 



A = lSeL((3(A), 5(A))' 

(equivalence dans la categorie homotopique de lSeCat). Alors, d'apres la proposition 
precedente, on a aussi A = L(fl(A),8(A)). Et comme A est fibrante, cette equivalence 
peut etre realisee comme une equivalence L(/3(A),6(A)) — > A. □ 
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Cette demonstration montre aussi qu'il existe un ensemble simplicial X verifiant 



SeCat{X) = A. 

En effet, (3{A) est une 1-categorie qui correspond a un ensemble simplicial (son nerf); 
et la localisation lSeL(/3(A),W) s'obtient en recollant des exemplaires de / le long des 
morphismes I — > /3(A) de W. Le coproduit reste dans les ensembles simpliciaux (en effet, 
le resultat reste constant dans la deuxieme variable simpliciale des 1-precats de Segal). 
On a done bien un ensemble simplicial 

X := lSeL(J3(A),W) 

verifiant A £ SeCat(X). 

Adjoints homotopiques 

La propriete d'adjonction se transmet aux localises de Dwyer-Kan et devient une 
propriete d'adjonction homotopique. Soient A et B deux n-categories de Segal (qu'on 
peut supposer fibrantes), et 



deux morphismes. Soit aussi 



F:A^B, G: B -> A 



u G Hom (A, A)i/(1a, GF) 



une transformation naturelle. Alors pour tout x G A et tout y G -Bo, u induit un 
morphisme (essentiellement bien defini) 

B x/ {Fx,y) -> Ax/(x,Gy). 

On dira que F et G sont homotopiquement adjoints via u si ce morphisme est une 
equivalence de n — 1-categories de Segal pour tout x et tout y. On dira que F est V adjoint 
a gauche et G V adjoint a droite. On pourrait aussi construire la definition a partir d'une 
transformation naturelle 

v G Hom (B, B)x/(FG, 1 B ). 

Et pour bien faire, il faudrait verifier que les deux definitions coincident, que l'adjoint 
(G, u) d'un morphisme F est essentiellement unique s'il existe, etc. 
Voir Cordier- Porter J23[] dans le cas n = 1. 



De meme on pourrait envisager de definir la notion de paire adjointe de 1-fleches dans 
une n-categorie de Segal quelconque (et recuperer la notion ci-dessus avec la n+ 1-categorie 
nSeCAT). Ceci pourrait correspondre a ce que Baez-Dolan appellent une "duale" dans 
une n-categorie M. 
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Lemme 8.11 Soit F : M — > iV un foncteur de Quillen a gauche entre categories de 
modeles fermees, et soit G son adjoint a droite. Alors 

L(F) : L(M) L(N) : L(G) 

sont homotopiquement adjoints. 

Preuve: D'abord on doit noter que le calcul des L(M)i/(x,y) par resolutions est com- 
patible avec la composition dans la mesure du possible: si par exemple y — > y est une 
resolution simpliciale fibrante, et si x — > x' est un morphisme entre objets cofibrants, alors 
le morphisme induit 

Myix'^y) ->M v (x,y) 
coincide avec le morphisme de composition 

L(M) 1/ (x',y)^L(M) 1/ (x,y) 

via l'equivalence de |32| qui a ete rappelee plus haut. 

On applique ceci au morphisme d'adjonction x — > GFx. On obtient que si x est 
cofibrant et si y — > y est une resolution simpliciale fibrante, alors le morphisme 

L(N) 1/ (Fx,y)^L(M) 1/ (x,Gy) 

induit par le morphisme d'adjonction, coincide (a equivalence pres) avec le morphisme 

Ny{Fx,y) ^ My{x,Gy) 

(ici le fait que F et G sont des foncteurs de Quillen (a gauche et a droite) implique que 
Fx est cofibrant, et que Gy Gy est une resolution simpliciale fibrante). Or ce dernier 
morphisme est un isomorphisme, done le morphisme d'adjonction sur les localises est une 
equivalence. □ 

Pour une autre propriete d'une categorie de modele fermee M qui peut etre "amplifiee" 
en propriete de L(M) voir la proposition |11.2| sur les Horn internes homotopiques. On 
termine en posant le probleme analogue pour les "foncteurs derives" . 

Probleme 8.12 Definir la notion de foncteur derive homotopique dans le cadre des 
categories simpliciales ou 1-categories de Segal (ou eventuellement les n-categories de 
Segal). Prouver que si M et N sont des categories de modeles fermees et si F : M — > N 
est un foncteur de Quillen (a gauche, disons), alors le foncteur compose 

L(M) L(M C ) -> L(N C ) L(N) 

est le foncteur derive homotopique de M —>■ L(N) le long de M — > L(M). Donner un 
enonce d'unicite essentielle pour le foncteur derive homotopique, s'il existe. 
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La solution de ce probleme permettrait de voir que le 1-prechamp de Segal L(M) 
associe a un prefaisceau de Quillen a gauche M (voir §17) est essentiellement bien defini 
independamment du choix des sous-categories de cofibrations dans les M(|/). 
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9. Premiere definition de champ 



On considere a nouveau la structure de categorie de modeles fermee du theoreme |0 
relatif a un site X avec topologie de Grothendieck Q. 

Soit A un n-prechamp de Segal. Soit A — > A' une cofibration triviale vers un n- 
prechamp de Segal £?-fibrant. On dira que A est un n-champ de Segal (ou bien un oo- 
champ ou meme juste un champ) si: 

— A(X) est une n-categorie de Segal pour tout X 6 X; et 

— le morphisme A(X) — > A'(X) est une equivalence de n-categories de Segal pour tout 
X ex. 



On voit facilement (voir l'argument du corollaire |9]J ci-dessous) que cette condition 
est independante du choix de A — > A'. 

Pour n = les prefaisceaux simpliciaux qui sont des 0-champs de Segal sont pre- 
cisement ceux qui verifient la condition de descente cohomologique de Thomason (voir 



107|| ), ou encore ceux qui sont flasques par rapport a tout objet X du site X au sens de 



Jardine |k| (ce sont aussi les faisceaux homotopiques de ou les faisceaux flexibles de 



nj). La terminologie "descente cohomologique" de Thomason est inspiree de la descente 
cohomologique de Deligne-Saint Donat et [EfJ. 

II est interessant de constater que les lemmes suivants, analogues des resultats clas- 
siques sur les faisceaux, sont des consequences entierement formelles de la theorie de 
Quillen |8^] (d'ailleurs on peut derouler la theorie des faisceaux d'ensembles sur un site, 
comme application essentiellement facile de ces arguments standards en theorie des cmf, 
voir le travail de Rezk 



Lemme 9.1 Si f : A — > B est un morphisme de n-champs de Segal qui est une in- 
equivalence faible alors f est aussi une equivalence faible ob jet-par- objet (i.e. pour la 
topologie grossiere). 

Preuve: Par definition des n-champs de Segal on peut supposer que A et B sont ^-fibrants. 
On peut factoriser le morphisme donne en 

A -> B' -> B 



ou le premier morphisme est une cofibration ^-triviale et le deuxieme morphisme est une 
fibration ^-triviale. Une fibration (/-triviale possede la propriete de relevement vis-a-vis 
de toutes les cofibrations; en particulier elle est aussi triviale pour la topologie grossiere. 
D'autre part, comme A est ^-fibrant, il existe une retraction B' — > A (induisant l'identite 
sur A). En particulier le morphisme A — > B' admet un inverse a gauche. On a ainsi montre 
que tout morphisme / : A — > B entre n-champs de Segal (pour Q) admet un inverse g 
a gauche, dans la categorie homotopique des n-prechamps de Segal pour l'equivalence de 
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la topologie grossiere. Ceci s'applique en particulier a cet inverse g : B — > A (c'est ici 
qu'on voit pourquoi on a suppose que B est un champ). On obtient ainsi un inverse a 
gauche h de g; or / est inverse a droite de g done g est inversible, ce qui implique que / 
est inversible. Ceci permet de conclure puisque, d'apres Quillen |53] les seuls morphismes 
dont la classe soit inversible dans la categorie homotopique sont les equivalences (ici, pour 
la topologie grossiere). □ 



Lemme 9.2 Si A est un n-prechamp de Segal alors A est Q-fibrant si et seulement si A 
est un champ, et fibrant pour la topologie grossiere. 

Preuve: Si A est (/-fibrant alors A est fibrant pour la topologie grossiere, et par definition 
c'est un champ. 

Supposons done que A est fibrant pour la topologie grossiere et que c'est un champ. 
Soit A A' un remplacement (/-fibrant. Par definition c'est une equivalence faible pour 
la topologie grossiere. Comme A est fibrant pour la topologie grossiere, il existe une 
retraction r : A' — > A. Montrons alors que A possede la propriete de relevement vis- 
a-vis de toute cofibration (/-triviale X — * Y. Comme A est (/-fibrant, tout morphisme 
X — > A s'etend en un morphisme Y — > A'. En composant avec la retraction r on obtient 
l'extension Y — > A desiree. □ 

Remarque: On a un resultat similaire (et meme plus joli) pour la structure de HBKQ 
(Theoreme |5.1|) : si A est un n-prechamp de Segal alors A est (7-fibrant de HBKQ, si et 
seulement si les A(X) sont fibrants pour tout X, et A est un champ. En particulier, on 



obtient la meme notion de "champ" en utilisant 5.1 au lieu de 3.1 



Lemme 9.3 Si f : A — > B est une Q-fibration et si B est un n-champ de Segal, alors A 
est un n-champ de Segal. 

Si f : A — > B est un morphisme entre n- champs de Segal et si f est fibrant pour la 
topologie grossiere alors f est Q-fibrant. 

Preuve: Pour la premiere partie, on commence par le cas ponctuel, pour lequel on va 
seulement donner une esquisse de demonstration: si / : A — > B est une fibration de n- 
precats de Segal, et si B est une n-categorie de Segal, alors A est une n-categorie de Segal. 
On remarque d'abord que les morphismes A p /(x , . . . , x p ) —> B p /(fx , . . . , fx p ) sont des 
fibrations de n — 1-precats de Segal, done par recurrence sur n on peut supposer que les 
A p j sont des n — 1-categories de Segal. Maintenant on considere le diagramme 

Apj -> A lf x Ao ...,X Ao Ay 

i i 

Bp I -> By x Bo ...,X Bo Bx/. 



90 



Soit 22 — > Ai/ x^ . . . , x^Ax/ un morphisme de n — 1-precats de Segal, ce qui correspond 
a un morphisme U P (E) — > A (ou U p ( ) est le focteur adjoint a gauche de A i— > A^ x Ao 
. . . , x^ Ai/, qui associe done a toute n — 1-precat de Segal une n-precat de Segal). On 
a une inclusion U P (E) — > [p]E ou [p] est adjoint a gauche de A \— > A p /. Cette inclusion 
est une cofibration triviale de n-precats de Segal. Maintenant, le fait que B soit une n- 
categorie de Segal implique qu'il existe un prolongement de U P (E) — > B en un morphisme 
(\p]E)' — > B oil (\p]E)' est equivalent a [p]E objet-par-objet au-dessus de A. Le fait 
que A — > B soit fibrant (combine au fait que U P (E) — > {[p}E)' soit une cofibration 
triviale) implique qu'il existe egalement une extension i\p\E) ! — > A. Ceci implique que 
le morphisme E — > Ai/ x_a . . . , X/^Au se releve a homotopie pres en un morphisme 
22 — > On pourrait donner aussi une version relative de cette discussion: etant donne 
F — ► F > 22 et 22 — >• Ai/ x^ . . . , x^ Ai/, il existe a homotopie pres une extension 
en 22 — > A p /. On obtient que l'application de Segal est une equivalence, done A est une 
n-categorie de Segal. 

On traite maintenant la premiere partie pour / : A — > B au-dessus de X . Soit B <^-> B' 
un remplacement ^-fibrant (qui est une equivalence objet-par-objet), et soit 

A ^ A' -> B' 



une factorisation ou la deuxieme fleche est une fibration pour la topologie grossiere et la 
premiere est une equivalence objet-par-objet. On va montrer que la deuxieme fleche est 
une ^-fibration. Soit E ^ E' une cofibration (/-triviale avec un diagramme 



22 -> A' 

i i 
22' -> 5'. 



On peut supposer que 22 — > A' et 22' — > 2?' sont des fibrations pour la topologie grossiere. 



Avec cette reduction, on a par proprete cf 3.8 que 22 x A > A — > 22 et 22' x B > B — > 22' sont 



des equivalences objet-par-objet (on utilise le fait que les valeurs B(X) et B'(X) sont 
des n-categories de Segal; de meme pour A(X), et A'(X), pour cela on utilise la version 
ponctuelle mentionnee au debut). D'autre part, on a un diagramme 

22x A 'A -> A 
E'x B ,B -> B, 

ou la fleche verticale de gauche est une cofibration (/-triviale. Comme par hypothese la 
fleche de droite est une (/-fibration, on obtient un relevement E' x B ' B ^ A. Maintenant 

(22' x B > B) u EXa ' a E-> E' 
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est une equivalence pour la topologie grossiere. On la factorise en 

(E' x B , B) U Ex ^' A E->E" -> E' 

ou la premiere fleche est une cofibration triviale pour la topologie grossiere et la deuxieme 
est une fibration triviale pour la topologie grossiere. On a un morphisme provenant de 
notre relevement 

(E'x B , B) u Ex ^' A E^A f . 

Comme A' — > B' est une fibration pour la topologie grossiere, il existe une extension 
E" — > A'. Maintenant, comme E" — > E' est une fibration triviale pour la topologie 
grossiere, il existe une section E' — > E" qui coincide sur E avec le morphisme donne 
E — > E" . On obtient done par composition, un morphisme E' — > A' qui fournit le 
relevement cherche. 

Pour la deuxieme partie du lemme, on a un morphisme entre n-champs de Segal 
/ : A — > B qui est fibrant pour la topologie grossiere. On le factorise en 

A _£» A ' A B 

avec g une ^-equivalence et h une (/-fibration. D'apres la premiere partie, A' est un 
champ. Par le lemme precedent, g est une equivalence pour la topologie grossiere. Si 
E — > £" est une cofibration ^-triviale avec un diagramme 

E -> A 

I I 
E' ^ B 

alors il existe un relevement intermediaire £" — > A'. Comme plus haut, on peut supposer 
que le morphisme E' — > A' est une fibration pour la topologie grossiere. Dans ce cas 
E' Xa> A — > £" est une equivalence objet-par-objet (ici on utilise encore le fait que les 
A(X) sont des n-categories de Segal, cf. le debut de la demonstration), done e'est une 
cofibration triviale pour la topologie grossiere. On a l'inclusion E C E'xa'A. On applique 
alors la propriete de relevement de / (qui est une fibration pour la topologie grossi'ere) 
au diagramme 

E' x A , A -> A 

I I 

E' -»• 5, 

pour obtenir un relevement E' A qui repond a la question. □ 
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Le champ associe 



Si A est un n-prechamp de Segal sur X on appellera champ associe a A toute equiva- 
lence faible A — > A' oil A' est un n-champ de Segal. On note qu'un champ associe existe 
toujours, il suffit de prendre pour A' un remplacement fibrant de A. 

Corollaire 9.4 Soit A un n-prechamp et soient A — > A' et A — > A" deux champs as- 
socies a A. Supposons que A" est fibrant pour la topologie grossiere. Alors il existe une 
equivalence (pour la topologie grossiere) A' — > A" rendant commutatif le triangle a homo- 
topie pres. Si de plus A — > A' est une cofibration, on peut supposer le triangle strictement 
commutatif. 

Preuve: Si A — > A' est une cofibration, alors c'est une cofibration triviale et le fait que 
A" soit fibrant implique l'existence de l'extension cherchee A' —>■ A". Si A — > A' n'est pas 
une cofibration, on factorise 

A -> B -f A' 

avec a gauche une cofibration triviale et a droite une fibration triviale. II existe done une 
section A' — > B ainsi qu'une extension du morphisme A —>■ A" en B — > A". Ceci donne 
un morphisme A' — > A" et on verifie (en suivant les definitions de p3| ) que ce morphisme 



rend le triangle commutatif a homotopie pres. □ 

Amelioration: Avec le Horn interne des n-prechamps de Segal fibrants qui sera defini 
au §11 ci-dessous, on pourra formuler un meilleur enonce d'unicite du "champ associe" 
via la propriete universelle suivante. Si A — > A' est un champ associe au prechamp A 
alors pour tout n-prechamp de Segal B fibrant pour la topologie grossiere et qui est un 
champ, le morphisme induit 

Horn W, B) -> Hom (A, B) 
est une equivalence de n-champs de Segal (fibrants). Voir §13. 

Produits fibres 

Soient A, B, C des n-precats de Segal. Si B — » A et C — >• A sont des morphismes, on 
dispose d'un produit fibre homotopique B x\C, essentiellement bien defini: on peut le 
definir comme B' Xa> C oil 

B -> A <- C 
B' -> A' <- C 

est un diagramme dans lequel A', B' et C sont des n-categories de Segal avec B' — > A 1 
fibrant, et oil les fleches verticales sont des equivalences faibles. II est montre dans |)5|] 
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Lemma 6.1.2, que ce produit est une limite dans la n + 1-categorie de Segal nSeCAT ( [f)5[| 
traite le cas des n-categories mais le cas des n-categories de Segal est identique). 

Le remplacement de A, B, C par A', B', C peut etre choisi fonctoriellement. D'ou, si 
B — > A <— C est un diagramme de n-prechamps de Segal sur une categorie X, on peut 
considerer leur produit fibre homotopique ob jet-par- ob jet Bx A C. C'est un n-prechamp es- 
sentiellement bien defini sur X et (avec les notations de structure interne qu'on introduira 
au §11 ci-dessous) c'est la limite dans nSeCHAMP(X gro ) du diagramme donne. 

Le lemme suivant est 1 'analogue de l'enonce de theorie des faisceaux selon lequel le 
noyau d'un morphisme de faisceaux de groupes (ou le noyau d'une double fleche s'il s'agit 
de faisceaux d'ensembles) est encore un faisceau. 

Lemme 9.5 Soit X, Q un site et B — > A <— C un diagramme de n-champs de Segal sur 
X . Alors le produit fibre homotopique objet-par- objet B x h A C est un n-champ de Segal 
(et c'est aussi la limite du diagramme dans nSeCHAMP(X s ), voir la notation au §11). 

Preuve: On peut choisir un remplacement du diagramme 



B - 


-> A <- 


- C 


i 


1 


i 


B' - 


-> A' <- 


- a 



avec A', B', C ^-fibrants, et ou les fleches verticales sont des equivalences faibles pour 
Q, et B' — > A' est une ^-fibration. D'apres le lemme |9.1| les fleches verticales sont des 
equivalences faibles objet-par-objet, et on a done un remplacement adequat pour la con- 
struction du produit fibre homotopique 

Bx h A C = B'x A , C 

qui est £?-fibrant, en particulier c'est un n-champ de Segal. Toute autre construction de 
Bx\C donnera un n-prechamp equivalent objet-par-objet au precedent; et par definition, 
ce sera toujours un n-champ de Segal. □ 



Le corollaire suivant repond a la question originellement pose par C. Rezk dans |u 
(ou il donne la demonstration pour les O-prechamps) : le passage au "champ associe" est 
compatible avec les produits fibres homotopiques. 

Corollaire 9.6 Soit B — > A <— C un diagramme de n-prechamps de Segal. On suppose 
que les valeurs A(X), B(X) et C(X) sont des n-categories de Segal. Soit B' — > A' <— C 
le diagramme obtenu en passant aux Q -champs associes. Alors 

Bx\C -> B' x% C 

est un Q -champ associe; ici les produits fibres homotopiques des deux cotes sont pris 
objet-par-objet au-dessus de X . 
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Preuve: La fleche en question est une ^-equivalence faible d'apres le corollaire |3.9| ; et 



d'apres le lemme precedent, le but est un (?-champ. II s'ensuit par definition que la fleche 
est un "champ associee" . □ 
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10. Criteres pour qu'un prechamp soit un champ 



On commence par introduire plusieurs notions equivalentes d'effectivite des donnees 
de descente. Par la suite, nous utiliserons seulement la version (ii) ci-dessous; les autres 
sont la pour eclairer la definition — le lecteur peut done sauter la demonstration. 

L'interet des conditions (vii) et (viii) ci-dessous est leur caractere elementaire: en effet, 
elles ne font reference ni a la structure de modeles |3.1| , ni a l'operation SeCat. Cependant, 
sans la structure de cmf ces conditions seraient quasiment inutilisables. On les a incluses 
pour faciliter eventuellement une exposition sans demonstrations de la notion de champ. 



Lemme-Definition 10.1 Soit A un n-prechamp de Segal sur un site X . Soit X £ X et 
B C X / X un crible couvrant X. On dim que les donnees de descente pour A sur B sont 
effectives si I'une des conditions equivalentes suivantes est satisfaite. 

(i) Tout morphisme de * B dans A\& dans la categorie homotopique Ho(nSePCh(B sro )) 
des n-prechamps de Segal par rapport aux equivalences objet-par-objet, s'etend en un 
morphisme de * vers A(X) dans Ho(nSePC) . Autrement dit, V application naturelle 

[*,A(X)\ [*B,A\ B ] BS ro 

est surjective; 

(ii) Pour tout remplacement fibrant A — > A' pour la topologie grossiere, tout morphisme 
*b — ► A' s'etend en un morphisme *x/x — > A'; 

(ii') II existe un remplacement fibrant A — > A' pour la topologie grossiere, tel que tout 
morphisme * B — >• A' s'etende en un morphisme *x/x — > A' ; 

(Hi) Pour tout remplacement fibrant A — >• A' pour la topologie grossiere, le morphisme de 
n-categories de Segal 

A'(X) = T(X/X, A'\ x/X ) -> T(B, A'\ B ) 
est essentiellement surjectif; 

(Hi') II existe un remplacement fibrant A — * A' pour la topologie grossiere, tel que le 
morphisme de n-categories de Segal 

A\X) = T(X/X, A'\ x/X ) -> T(B, A'\ B ) 

soit essentiellement surjectif; 
(iv) Le morphisme 

A(X) -> lim A\ B 
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est essentiellement surjectif; 

(v) Pour tout remplacement fibrant A — > A' pour la structure HBKQ ( \5.1\ ) i.e. une 
equivalence ob jet-par- ob jet avec chaque A'(X) fibrant, et pour tout morphisme 

V :D B ^A' 

il existe une homotopie h : D B x / — > A' avec h(0) = rj et telle que h(l) provienne d'un 
morphisme * — ► A(X). Ici D B — > * B est le remplacement HBKQ-cofibrant construit a la 
fin de §5. 

(v 7 ) II existe un remplacement fibrant A —> A' pour la structure HBKQ (5.1) tel que pour 
tout morphisme 

V '■ Dj3 — > A' 

il existe une homotopie h : Z)g x / — > A' avec h(0) = rj et telle que h(l) provienne d'un 
morphisme * — > A(X). 

Si on suppose, de plus, que A(Y) est une n-categorie de Segal pour tout Y 6 X , alors 
ces conditions sont equivalentes aux conditions suivantes: 

(vi) Pour tout diagramme de prefaisceaux de n-categories de Segal 

C -> A 

oil le premier morphisme est une equivalence ob jet-par- ob jet, il existe * — > A(X) tel que 
le compose 

C — > *b — > *x/x — >■ A 

soit homotope (au sens de Quillen) au morphisme C —>■ A de depart; 

(vii) Tout diagramme de prefaisceaux de n-categories de Segal 

* B <- C A 

oil le premier morphisme est une equivalence ob jet-par- ob jet se complete en un diagramme 

* B <— C -> A 

i I II 

*x/x *— O —> A 

ou le morphisme C — > *x/x est une equivalence ob jet-par- ob jet; et 

(viii) Soit nSeCat B ° la categorie des prefaisceaux de n-categories de Segal sur B; et soit 
Ho{nSeCat B °) sa localisee de Gabriel- Zisman, obtenue en inversant les equivalences objet- 
par-objet. Alors tout morphisme * B — > A dans Ho(nSeCat B °) provient d'un morphisme 
* -> A(X). 
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Preuve: 

(i) <^(ii)(-v^(ii')) D'apres Quillen [|3| tout element de A| B ] B g ro provient d'un mor- 
phisme / : — > A'\q (remarquer que A'\& est fibrant pour la topologie grossiere voir 
§4, et que *g est automatiquement cofibrant). Si / s'etend a *x/x alors la classe de / 
provient evidemment de [*,A(X)]. Dans l'autre sens, si / correspond a un element de 
[*B, A\b\bs™ provenant de [*, A(X)] alors il existe un morphisme g : *x/x — ► A' tel que g\s 
soit homotope (a gauche) a / au sens de Quillen |83|| . Comme * B x I est un objet-cylindre 
pour *g, il existe un morphisme 

h : * B x 7 -» A' 
avec h(0) = f et h(l) = g\g. Maintenant on a un morphisme 

{* B x 7) U*« x « (* x/x x {1}) - A' 

qui se prolonge le long de la cofibration triviale (pour la topologie grossiere) 

(* B X 7) u* BX ^> {* x/x X {1}) X 7, 

en un morphisme dont la restriction a x {0} fournit l'extension de / cherchee. 

(ii) -v^(iii)(<^(iii')) est immediat au vu de la definition de Y. 

(iii) ^(iv) decoule de la proposition |14.2| ci-dessous. 



(i)<^(v)(<^(v')) On raisonne comme pour (i)<^>(ii) mais avec la structure HBKQ; cf. §5. 
Notons que la notion de classe d'homotopie d'applications est independante du choix de 
la structure de cmf et ne depend que des equivalences faibles; en particulier dans (i) il 
s'agit des memes ensembles dans la structure de [Tl] ou dans la structure HBKQ |5.1| . 

On suppose maintenant que A est un prefaisceau de n-categories de Segal. On a 
l'equivalence Ho{nSeCat B ) = Ho{nSePCh{B gm ) /) car il y a une equivalence naturelle 
"remplacement fibrant" de nSeCat 6 vers nSePCh(B gvo ) / . D'autre part on a l'equivance 
Ho(nSePCh(B SIO ) f ) Ho(nSePCh(B sm )) (||). Ceci donne (i)^(viii). Pour les condi- 
tions (vi) et (vii), on choisit un remplacement fibrant A — > A' pour la topologie grossiere. 
Tout morphisme * B — > A' admet done une factorisation 

* B -> E -> A' 

ou la premiere fleche est une cofibration triviale pour la topologie grossiere et la deuxieme 
une fibration pour la topologie grossiere. II existe une (unique) retraction E — ► * B (on 
peut dire que * B est fibrant pour la topologie grossiere mais en fait il suffit de considerer 
les composantes connexes de C). Posons 

C := E x A , A. 

Le fait que les A(Y) soient des n-categories de Segal permet d'appliquer pour obtenir 
que C — > E est une equivalence objet-par-objet. Notons d'apres |9l| que les C(Y) sont des 
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n-categories de Segal. Ils'ensuit que tout element de [*#, v4|e]g g ro provient d'un diagramme 
(de prefaisceaux de n-categories de Segal) 

*b <— C -> A 

ou le premier morphisme est une equivalence objet-par-objet. On laisse au lecteur de 
completer la demonstration que (vi) et (vii) sont equivalentes aux autres conditions, en 
exprimant de la meme fagon la condition qu'un tel diagramme donne lieu a un element 
de [*b, A\s]b^° qui provient de [*, □ 



Critere principal 

On a la caracterisation suivante des champs, qui est analogue a la definition de 1- 
champ dans Giraud [43] et Laumon-Moret-Bailly []68 |. Les conditions (a) et (b) sont les 



analogues des deux conditions dans la definition de faisceau. Notons aussi que la condition 
(a) nous amene recursivement vers la condition (b). 

Proposition 10.2 Soit n > 1. Soit A un n-prechamp de Segal sur X dont les valeurs 
sont des n-categories de Segal. Alors A est un n-champ de Segal si et seulement si: 

(a) pour tout X G X et tout x,y G A (X) le (n — l)-prechamp de Segal Ai/(x,y) sur 
X/X est un (n — 1) -champ de Segal; et 

(b) pour tout X G X et tout crible B C X/X dans un ensemble de cribles qui engendre la 
topologie, les donnees de descente pour A par rapport a B sont effectives, voir la definition 
\10.1\ ci-dessus. 

Preuve: Les conditions (a) et (b) sont evidemment necessaires (pour (b) on utilise le fait 
que A' est ^-fibrant en vertu du Lemme |9~2l) . Supposons que (a) et (b) sont satisfaites 
et soit A 1 — > A" une cofibration ^-triviale vers un n-prechamp de Segal ^-fibrant. Pour 
tout X G X et x, y G A (X), le morphisme 

Ay(x,y) -> Ay(x,y) 

est une cofibration (/x-triviale de (n — l)-prechamps de Segal sur X/X dont le but est Qx- 
fibrant (Corollaire |6.^ ). La condition (a) implique que ce morphisme est une equivalence 
pour la topologie grossiere, en particulier 

A(X) 1/ (x,y)^A"(X) 1/ (x,y) 

est une equivalence. II en est de meme pour le morphisme 

A'(X) 1/ (x',y')^A"(X) 1/ (x',y') 
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pour tous x',y' G A' Q (X) car x' et y' sont equivalents a des objets provenant de A (X). 
Ceci montre que A' — > A" est pleinement fidele objet-par-objet. II reste a voir que A' — > A" 
est essentiellement surjectif objet-par-objet. Pour cela, on peut choisir une factorisation 

A' -> B -> A" 

ou le premier morphisme est une cofibration triviale pour la topologie grossiere et le 
deuxieme une fibration pour la topologie grossiere. Quitte a remplacer A' par B, on peut 
dorenavant supposer que A' — > A" est fibrant pour la topologie grossiere. 
Soit X G X et u G Aq(X), qu'on considere comme morphisme 

u : * x — ► 

On pose 

C := (A'\x/x) X A"\ X/X *x- 

Le morphisme C — > *x est une fibration pour la topologie grossiere et aussi une equiva- 
lence pour la topologie £/. De plus, comme A' — > A" est pleinement fidele, le morphisme 
C — » *x est pleinement fidele. En particulier, C est 0-tronque, et equivalent objet- 
par-objet a un prefaisceau de sous-ensembles de *x- Comme notre morphisme est une 
equivalence pour la topologie Q, il existe un crible B C XjX de la topologie (et meme 
de l'ensemble generateur de cribles mentionne dans (b)) tel que *g soit contenu dans ce 
sous-prefaisceau de *x- En particulier, le morphisme 

C x* x * B — > * B 

est une equivalence objet-par-objet et, comme c'est aussi une fibration pour la topologie 
grossiere, il existe une section *q — ► C. On obtient ainsi un morphisme 

*b —> A\x/X 
qui, grace a (b), s'etend en un morphisme 

u' : * x -> A'\x/x- 

On obtient ainsi un element v! G A' (X). Avec le meme type d'argument on voit que 
l'image de u' dans Aq(X) est equivalente a u, ce qui prouve l'essentielle surjectivite. □ 

Critere pour les 0-champs de Segal 



On a un resultat analogue a 10.2 pour les 0-prechamps de Segal i.e. les prefaisceaux 



simpliciaux. Pour l'obtenir, on utilise le lemme suivant. 
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Lemme 10.3 Soit m, n > et soit A un prefaisceau de n-categories de Segal. Alors A 
est un n- champ de Segal si et settlement si H m ,Se ° A est un n + m-champ de Segal. 

Preuve: D'abord on montre que si A est un n-champ de Segal, alors H m ,se o A est un 
n + m-champ de Segal. En raisonnant par recurrence sur m et en appliquant le critere 



10.2, on se ramene au cas n — et m = 1. Soit done A un 0-champ de Segal. On 



peut supposer que A est ^-fibrant. On va prouver les conditions (a) et (b) de |10.2| pour 



B = Il^se o A. Notons que A et 3?> -B sont equivalents (objet-par-objet). Si X est un 
objet de X et B un crible couvrant X, tout morphisme *b — > B induit un morphisme 
*b — > 3?> -B et done une donnee de descente pour A (i.e. un element de [*#, A| e ]g g ro). 
Maintenant, l'inclusion *b — > *x/x est une ^-equivalence et le fait que A soit ^-flbrant 
implique done l'existence d'une extension de notre donnee de descente en un element de 



= [*,B(X)]. Ceci prouve la condition (b) de |10.2| pour B. D'autre part, soient 
a et b dans B (X). On a l'equivalence 

B y {a,b) = Path a >\A) := * x A[x/x *, 



et ce dernier prechamp est un 0-champ de Segal d'apres |9.5| . Ceci donne la condition (a) 
de [L0.2j , et done, par |10.2| , B est un 1-champ de Segal. 



Pour l'autre direction, supposons que Il mj s e o A est un n + m-champ de Segal. Choi- 
sissons un remplacement ^-fibrant A — > A 1 . On obtient un morphisme 

n m ,5e ° A -> n mi5e O A', 

dont le but est unn + m-champ de Segal d'apres le premier paragraphe. Par hypothese 
la source est un n + m-champ de Segal. Comme ce morphisme est une ^-equivalence 
faible, [D] implique que e'est une equivalence objet-par-objet. Ceci implique a son tour 
que A — > A' est une equivalene objet-par-objet, et done A est un n-champ de Segal. □ 

On donne maintenant une version du critere adaptee aux 0-prechamps de Segal (ou 
prefaisceaux simpliciaux) . Rappelons ici qu'un prefaisceau simpliciale U est un 0-champ 
de Segal, si et seulement si U est flasque par rapport aux objets du site au sens de Jardine 
ou de descente cohomologique dans la terminologie de Thomason ||100|| ||107|| . 



Corollaire 10.4 Si U est un prefaisceau simplicial au-dessus de X , alors U est un 0- 
champ de Segal si et seulement si 

(a) pour tout X & X et tous x, y £ U (X) le prefaisceau simplicial 
Y i-> Path x \ Y ' y \ Y (U{Y)) sur X/X est un 0-champ de Segal; et 

(b) pour tout X G X et tout crible B C X/X (dans une famille de cribles qui engendre 
la topologie), les donnees de descente pour U sur B sont effectives. 
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Preuve: On observe, comme dans la demonstration precedente, que si A := Ui : s e °U alors 
on a 

(Y i-> Path xW ^ Y {U{Y))) = A lf (x,y) 

et d'autre part, l'ensemble des donnees de descente (resp. effectives) pour U est isomorphe 
a l'ensemble des donnees de descente (resp. effectives) pour A. On conclut a l'aide de 



10.2 et 10.3. □ 



Dans la condition (a) de ce corollaire, Path x ^ Y,v ^ Y (U(Y)) designe l'ensemble simplicial 
des chemins entre x\y et y\y dans un remplacement de Kan de U(Y). 

Si U est un 0-champ de Segal fc-tronque (i.e. les U(X) ont leurs groupes d'homotopie 
nuls en degre > k) alors le critere de |10.4| devient recursif puisque dans la condition (a)', 



Path x * Y ' y * Y (U (Y)) est k — 1-tronque. On peut convertir cette remarque en une version de 
la Proposition |10.2| adaptee aux fc-champs (tout court et non de Segal). 

Compatibilite avec la restriction aux X/X 

On revient aux n-champs de Segal; on peut enfin completer les resultats du §4 con- 
cernant la topologie Q. 

Lemme 10.5 Soit X un site dont on note Q la topologie de Grothendieck. Un n-prechamp 
de Segal A sur X est un champ si et seulement si A\x/x es t un champ pour tout X e X . 
La restriction des n-prechamps de Segal 



p* : A A\ 



x/x 



preserve les Q-fibrations et les Q -fibrations triviales; pour la topologie Q , p* est un foncteur 
de Quillen a la fois a gauche et a droite. 



Preuve: II est evident d'apres nos criteres ( |10.2| et 10.4 ) que A est un champ si et seulement 



si A\ X jx est un champ pour tout X E X. En particulier la restriction p* envoie les objets 
^-fibrants sur des objets ^-fibrants (cf le lemme ^7^ ). Soit / : A — > B une ^-fibration 
entre objets ^-fibrants. Alors f\x/x es t une fibration pour la topologie grossiere (d'apres 
PD entre objets ^-fibrants. D'apres le lemme |973| , on a que f\x/x est ^-fibrant. 



Maintenant on sait que p* transforme les fibrations entre objets fibrants en fibrations. 
Or, une cofibration dans une cmf est triviale si et seulement si elle verifie la propriete de 
relevement pour toutes les fibrations entre objets fibrants. Ceci implique que l'adjoint p\ 
de p* transforme les cofibrations triviales en cofibrations triviales (et on savait deja que 
p\ preserve les cofibrations). Done p\ est un foncteur de Quillen a gauche, et par suite p* 
est un foncteur de Quillen a droite. □ 
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A propos de 



Habituellement dans un site X on a un objet initial i (generalement l'objet "vide" i = 0), 
et les champs sur X doivent satisfaire la condition A{C) = *, du moins lorsque la topologie 
Q admet le crible vide B = C Xji comme crible couvrant i (ce qui sera le cas dans les 
exemples geometriques) . En effet, sous cette hypothese, si A est C/-fibrant, alors comme 
E' x * t — ► E x * t est une cofibration triviale, pour toute cofibration de n-precats de Segal 
E' C E, tout morphisme E' — * A(l) s'etend en£-> A(l) ce qui entraine que A(l) — > * 
est une fibration triviale. 

Voyons ce que ga donne avec nos criteres: puisque B = C X ji est un crible couvrant 
i {B ne contient meme pas i), le prechamp *g est egal au vide au-dessus de X/t done 
il existe un unique morphisme *g — > A'\x/ L )- La condition (b) de nos criteres implique 
done que A'(l) est non-vide. D'autre part, la condition (a) de nos criteres implique (par 
recurrence sur n) que pour chaque paire d'objets de A(l) la n — 1-categorie de morphismes 
correspondante est *. D'ou A(l) = *. Pour n = le meme argument (en remplagant a 
chaque fois A par son H\ t se ° A) montre par recurrence que tous les groupes d'homotopie 
de l'ensemble simplicial A(l) s'annulent; e'est le cas initial de la recurrence pour n > 0. 
En revanche, pour ce qu'on appelle la "topologie grossiere" , on n'admet pas le crible vide 
— » X/l comme crible couvrant. Dans ce cas on n'a pas la condition A(l) = *. 

Devissage 



Pour n > on peut devisser la condition pour etre un champ en termes des k < n, 
grace au corollaire suivant. Rappelons encore qu'un prefaisceau simplicial U est un 0- 
champ de Segal, si et seulement si U est flasque par rapport aux objets du site (Jardine 
HI), ou de descente cohomologique (Tho mason ||100|| ||107|| ). Cette condition est done 
bien connue. 

On rappelle (cf. §2) que si A est une n-categorie de Segal, pour k < n, on dispose 
de 1' interieur k-groupique A mt,k qui est gorie de Segal. Essentiellement cette 

construction consiste a ne garder que les i-fleches qui sont inversibles a equivalence pres 
(i > k) et a considerer le resultat comme une fc-categorie de Segal. Pour k = 0, A mt, ° est 
done un ensemble simplicial avec H. n ,Se ° A int '° equivalent au plus grand n-groupoide de 
Segal contenu dans A. Ces constructions s'etendent de maniere evidente a des prefaisceaux 
de n-categories de Segal. 

Le corollaire suivant permet de devisser la condition pour qu'un n-prechamp de Segal 
A soit un n-champ de Segal, en termes de la condition pour qu'un prefaisceau simplicial 
soit un 0-champ de Segal. 

Corollaire 10.6 Soit A un n-prechamp de Segal (n > 1) tel que A(X) soit une n- 
categorie de Segal pour tout X e X. Alors A est un n-champ de Segal si et seulement si: 
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(a) pour tout X G X et toute paire d'objets x, y G v4 (X) ; le n — l-prechamp de Segal 
Ai/(x,y) est un n — 1-champ de Segal au-dessus de X/X; et 

(b) A mt, ° est un O-champ de Segal. 

Preuve: On a 

[*B, A\b]b^° = [*B,A mt ' \b\b^°, 

et on applique |10.2| et |10.4j . □ 



Corollaire 10.7 Si A est un n-champ de Segal alors pour < k < n, A tnt,k est un 
k-champ de Segal. 



□ 



En fait, le lecteur pourra se convaincre que le present devissage nous ramene a un 
nombre infini de conditions d'effectivite des donnees de descente, une pour les z-fleches 
pour chaque i > 0. Pour enoncer ceci plus precisement, introduisons des notations. 
Rappelons d'abord une notation de Tamsamani p8 |: l'ensemble de i-fleches d'une n- 



categorie A, note Fl l (A), est l'ensemble An oil T = (1, . . . , 1) G 6™ est la classe de 
(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) G A". On a les applications s ("source") et b ("but") de Fl\A) vers 
Fl l ~ l (A). Dans notre situation, si A est une n-categorie de Segal, on conviendra de dire 
que les z-fleches pour i > n sont les i-fleches de II mi s e o A pour m> i — n. De fagon plus 
systematique on pourrait definir (au vu de notre definition de r< m voir §2) 

Fl\A) := Fl\r< l+1 A). 

Soit i > 1 et soient x, y G Fl l ~ 1 (A) avec s(x) = s(x) et b(x) = b(y). On definit alors la 
(n — i)-categorie de Segal FT(A;x,y) comme la sous-(n — i)-categorie de Segal de Ap/ 
formee des objets dont la source est x et le but est y (ici, si n — i est negatif, on le remplace 
par 0). □ 

Si A est un n-prechamp de Segal dont les valeurs A(X) sont des n-categories de Segal, 
alors pour tout X G X et x, y G Fl l ~ l (A(X)) avec s(x) = s(y) et b(x) = b(y), on dispose 
du n — i-prechamp de Segal FT(A\x/x] x, y) qui a Y — > X associe la n — i-categorie 
Fr(A(Y);x\y,y\ Y ). 

Proposition 10.8 Soit A un n-prechamp de Segal sur X tel que les A(X) soient des n- 
categories de Segal. Alors A est un n-champ de Segal si et seulement si pour tout X £ X 
et tout crible B C X/X (dans une famille de cribles qui engendre la topologie), on a: 
— les donnees de descente pour A par rapport a B sont effectives; et 
—pour tout 1 < i < oo, pour tout x, y G FP _1 (yi(X)) avec s(x) = s(y) et b(x) = b{y), les 
donnees de descente pour FT(A\ X / X ,x,y) sur B sont effectives. 

Cette infelicite devrait disparaitre a terme quand on pourra parler des oo- categories. 
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La demonstration est laissee en exercice au lecteur. Indication: combiner le lemme |6.2| , 
avec la remarque qu'il suffit, pour obtenir toutes les cofibrations triviales, de considerer 
des suites adequates composees de cofibrations triviales pour la topologie grossiere, ainsi 
que de cofibrations de la forme cof(U ^ U';B C X/X) ou U' = h{Y) represente les 
2-fleches, et U est son "bord" qui represente les couples de i — 1-fleches avec meme source 
et but. □ 



Le cas des 1-prechamps de Segal et prefaisceaux de categories simpliciales 



Dans la derniere partie du papier, on s'interessera surtout au cas n = 1; pour cette 
raison, on recopie |10.6| pour les 1-categories de Segal ainsi que pour les prefaisceaux de 
categories simpliciales. On rappelle encore que les 0-champs de Segal sont exactement les 
prefaisceaux simpliciaux flasques par rapport aux objets du site |63| ou encore verifiant 
la condition de descente cohomologique de |100|1 ||107|| . 



Corollaire 10.9 Soit A un 1-prechamp de Segal tel que A(X) soit une categorie de Segal 
pour tout X G X . Alors A est un 1-champ de Segal (oo-champ) si et seulement si: 

(a) pour tout X G X et toute paire d'objets x, y G A (X), le prefaisceau simplicial 
Ay(x,y) au-dessus de X/X est un 0-champ de Segal; et 

(b) le prefaisceau simplicial A int ' est un 0-champ de Segal. 



□ 

Si B est une categorie simpliciale, on peut calculer l'ensemble simplicial B mt, ° de la 
fagon suivante: soit WB la sous-categorie simpliciale ou on ne garde que les fleches qui 
sont inversibles a homotopie pres; soit vWB son "nerf" , i.e. l'ensemble bisimplicial associe 
(c'est aussi la 1-precat de Segal associee). Alors, si d(uWB) est l'ensemble simplicial 
diagonal correspondant, on a d(yWB) = B mt, °. Cette discussion s'etend de fagon evidente 
aux prefaisceaux de categories simpliciales (qui donnent lieu a des 1-prechamps de Segal 
qu'on note avec la meme lettre). 



Corollaire 10.10 Soit B un prefaisceau de categories simpliciales. Alors B est un 1- 
champ de Segal si et seulement si: 

(a) pour tout X G X et toute paire d'objets x,y G Ob(B)(X), le prefaisceau simplicial 
MorB{x,y) au-dessus de X/X est un 0-champ de Segal, et 

(b) le prefaisceau simplicial d(vWB) = B mt '° est un 0-champ de Segal. 



□ 
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Une variante du critere 



On donne ici un enonce tres legerement different de |10.2| . On remarque d'abord que si 
A' est un n-prechamp de Segal fibrant pour la topologie grossiere, alors A'\x/x est aussi 
fibrant pour la topologie grossiere, ainsi que A'\& pour tout crible B couvrant XjX (voir 
§4). Par ailleurs, on observe que le morphisme 

r(X/X,A'\ x/x )^A'(X) 

est un isomorphisme de n-categories de Segal, car X est l'objet final de la categorie XjX 
et T est simplement le foncteur des sections globales pour les prefaisceaux. 

L 'enonce suivant n'est probablement pas vrai pour le cas des n-prechamps de Segal 
meme pour n = 0; cela tient au fait que le lemme |T2] (corrige dans v3) n'est vrai que pour 



le cas n-tronque. II semblerait qu'on obtient un contre-exemple a |10.11| en considerant 
un espace topologique X ayant deux ouverts non-vides U et V et aucun autre a part les 
ouverts de U fl V introduits par la condition recurrente U fl V = X. 

Proposition 10.11 Soit A un n-prechamp (non de Segal) sur X dont les valeurs sont 
des n-categories. Fixons une cofibration triviale pour la topologie grossiere A —* A' avec 
A' fibrant pour la topologie grossiere. Alors A est un n-champ si et seulement si: 
(c) pour tout X £ X et tout crible B C XjX de la topologie, le morphisme 

a\x) = r(xjx, a'\ x/x ) - r(B, a'\ b ) 

est une equivalence de n-categories. 



Preuve: Supposons que A est un n-champ. Quitte a remplacer A par A', on peut aussi 
supposer que A est fibrant pour la topologie grossiere, et done meme (/-fibrant (voir |9.3|) . 
On va montrer que, dans ce cas, le morphisme de (c) est une fibration triviale; pour 
cela on montrera qu'il possede la propriete de relevement par rapport a toute cofibration 
E — » E' de ra-precats. 

On commence par observer que si un morphisme U —>■ V de n-prechamps au-dessus 
de XjX est une equivalence au-dessus de chaque objet d'un crible B C X/X couvrant 
X, alors e'est une ^-equivalence faible. En effet, e'est facile a voir pour n = et pour 
n > on peut proceder par recurrence sur n en utilisant directement la definition de 
^-equivalence faible (§3). On applique cela au morphisme 

j:E> B U E * E X/X ^E' X/X , 

ou E ^ E' est la cofibration triviale de n-precats de Segal donnee, et E& est le n- 
prechamp obtenu en appliquant p\ au n-prechamp constant a valeurs E sur B, p designant 
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l'inclusion B — *■ X/X. On obtient ainsi que j est une cofibration ^-triviale. La propriete 
de relevement de A — > * pour le morphisme j se traduit en la propriete de relevement du 
morphisme 

T(X/X,A\ X/X )^T(B,A\ B ) 

par rapport a la cofibration E —>■ E' . Ceci prouve que le morphisme en question est une 
fibration triviale, ce qui donne la condition (c) pour A. 

Pour l'autre sens, supposons que A satisfait la condition (c). On note que si A est 
fibrant pour la topologie grossiere, la condition (c) implique que A possede la propriete de 
relevement pour toute cofibration de la forme cof(U U', B C X/X) (voir la definition 



juste avant la proposition |Q| ). D'apres le lemme |6.2| , ceci implique que A possede la 
propriete de relevement pour toute cofibration (/-triviale, i.e. que A est ^-fibrant. La 
condition (c) implique done que A est un n-champ. □ 

Remarques: On indique ici un argument alternatif de recurrence sur n qui permet 
facilement de reduire la proposition au cas n = 0. Supposons que n > 1 et qu'on a deja 
demontre la proposition pour les n — 1-prechamps de Segal. Si B est un crible couvrant 
X/X, alors pour tous x, y G A' (X) on a 

T(B,A' 1/ (x,y)\ B ) = T(B,A'\ B ) 1/ (x,y). 

Au vu de la definition de l'equivalence entre n-categories de Segal, la condition (c) pour A' 
est manifestement equivalente a la conjonction de la condition (b) de |10.2| avec la condition 
(c) pour les A[,(x, y). Par hypothese de recurrence, cette derniere est equivalente a la 
condition (a) de |10.2| . On obtient done bien que la condition (c) est equivalente aux 



conditions (a) plus (b) de |10.2| . Pour n = i.e. pour les prefaisceaux d'ensembles il y a 
un argument facile. 

Dans le cas des prefaisceaux simpliciaux, le fait que la condition (c) est necessaire a 
fait l'objet d'une note de Toen [103]. Pour tout n la condition est necessaire pour les 



n-prechamps de Segal. 

II est probable qu'en remplagant le lemme |6.2j par la version en termes d'hyper- 
recouvrements demontree recemment par Dugger ||117f |, on obtiendrait une version ne- 
cessaire et suflisante de ce critere (c) en termes d' hyper-recouvrements. Nous laissons 
ouverte cette interessante question. 

Les protochamps 



Pour les 1-champs ordinaires (non de Segal), il apparait chez Giraud |Q et Laumon 



Moret-Bailly |I8| une notion de "prechamp": en leur sens, un prechamp est un de nos 



prechamps qui satisfait en outre la condition (a) de |lU.2j . Dans le cas des prefaisceaux, ceci 
correspond a exiger la premiere des deux conditions de la definition habituelle des fais- 
ceaux (Houzel appelait ca des semi-faisceaux mais "semi-champ" ne sonne pas bien) et la 
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terminologie de ||3| |68[] n'est done pas compatible avec la terminologie habituelle concer- 



nant les prefaisceaux; e'est pour cela que nous avons prefere garder le terme "prechamp" 
pour des objets depourvus de relation avec la topologie Q. Cependant, la notion de 
prechamp satisfaisant la condition (a) de |10.2| est utile, et nous adoptons la definition 



suivante: 



Definition 10.12 Soit n > 1. Un n-prechamp de Segal A sera appele protochamp si les 
A(X) sont des n-categories de Segal, et si A satisfait la condition (a) de \10.Q , a savoir 



que pour tout X G X et tous x } y G A(X) , le n — 1-prechamp de Segal Ai/(x,y) est un 
n — 1- champ de Segal sur X / X . 

Lemme 10.13 Soit A un n-prechamp de Segal dont les valeurs A(X) sont des n-catego- 
ries de Segal. Soit f : A —>■ A' un champ associe (§9). Alors A est un protochamp si et 
seulement si le morphisme f est pleinement fidele (objet-par-objet). 

Preuve: Si / est pleinement fidele alors, comme les A[^(fx,fy) sont des n — 1-champs 
de Segal, il en est de meme des Ai/(x, y). Dans l'autre sens, supposons que A est un 
protochamp, et soient x,y G A(X) . Alors le morphisme Ai/(x,y) — > A[^(fx,fy) est 
une (^-equivalence faible entre n — 1-champs de Segal sur X/X, done par |9T] , e'est une 
equivalence objet-par-objet. Done / est pleinement fidele. □ 



La prochaine proposition est l'analogue d'un resultat de |9TJ. On laisse la demonstra- 
tion en "exercice" au lecteur. 

Proposition 10.14 Soit F un n-protochamp de Segal sur X , et definissons un n-pre- 
champ de Segal G par 

G(X) := colinigc^/x ^1™ F\ 



(ici on utilise les limites et colimites de /Wjl, voir pour comment les calculer; la 



colimite est prise sur V ensemble filtrant des cribles couvrant X). Alors F — > G est le 
champ associe. 

□ 

Rappelons qu'on peut considerer une n-categorie comme n-categorie de Segal en con- 
siderant les ensembles de n-morphismes comme des ensembles simpliciaux 0-tronques. Les 
n-categories de Segal qui correspondent ainsi aux n-categories sont exactement celles qui 
sont n-tronques i.e. pour lesquelles on a A = A tnt,n = r< n A. Le lemme suivant indique 
qu'on peut utiliser cette correspondance pour traduire les resultats sur les n-prechamps de 
Segal en resultats sur les n-prechamps (non de Segal). Dans ce lemme, l'hypothese selon 
laquelle les A(X) doivent etre des n-catgories de Segal est bien necessaire (car Poperation 
SeCat ne conserve pas la propriete d'etre tronque). 
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Corollaire 10.15 Si A est un prefaisceau de n-categories de Segal qui est n-tronque (i.e. 
A = r< n A) et si A —> A' est un champ associe, alors A' est aussi n-tronque. 



Preuve: Ce serait une consequence immediate de la proposition |10.14| . Comme on n'a 
pas fourni de preuve de cette proposition, on indique ici une demonstration alternative 
du corollaire. On peut supposer qu'on a developpe parallelement a notre discussion des 
n-prechamps de Segal, une discussion analogue pour les n-prechamps non de Segal. Par 
exemple, pour un n-prechamp non de Segal T, on peut definir le n-champ associe / : 
T — > T' . Ce morphisme est une ^-equivalence faible de n-prechamps. Notons Ind(T) 
(resp. IndiT')) les n-prechamps de Segal induits. Supposons que les T(X) sont des n- 
categories. Le fait que / soit une ^-equivalence de n-prechamps implique que Ind(f) est 
une ^-equivalence de n-prechamps de Segal. D'autre part, d'apres |10.2| et son analogue 
pour les n-prechamps non de Segal, Ind(A') est un n-champ de Segal. En effet, avec la 
condition (a) on se reduit par recurrence au cas ou n = 0; pour celui-ci, la question est 
de savoir si un faisceau d'ensembles est un 0-champ de Segal, ce qui est le cas (on peut le 
voir en appliquant encore deux fois [I0.4| ). Ceci demontre que Ind(A') est un n-champ de 
Segal. Alors par definition c'est le n-champ de Segal associe a Ind(A). Dans la situation 
du corollaire, on part d'un n-prechamp de Segal A qui est objet-par-objet n-tronque. II 
s'ensuit que A est equivalent a un prechamp IndiT) oil T est un n-prechamp non de Segal 
(et dont les valeurs sont des n-categories) et la discussion precedente prouve le corollaire. 
□ 

Exercice: Si A est un n-prechamp non de Segal (ou de Segal mais n-tronque) alors on 
obtient le champ associe A' a partir de A par application n + 2 fois de la construction de 
la proposition [10.14 . 
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11. Categories de modeles internes 



Nous voulons construire le n + l-prechamp de Segal de modules des n-champs de Segal. 
Pour ceci on utilise la notion suivante de categorie de modeles fermee interne. Soit M 
une categorie de modeles fermee. On dira que M est interne si elle verifie les axiomes 
suivants: 

IM(a) — M admet un Horn interne, i.e. le foncteur X \— > M\(X x A, B) est representable 
par un objet Hom (A, B); 

IM(b) — le produit direct commute aux colimites finies, en particulier A x = pour 
l'objet initial 0; 

IM(c) — si A — > A' et B — > B' sont des cofibrations alors le morphisme naturel 



colim 



est aussi une cofibration; et 



I Ax B -> A' x B 

I \^A'xB' 
\ A x B' 



IM(d) — l'equivalence faible est stable par produit direct. 

Ces axiomes sont tres proches des axiomes d'une categorie de modeles fermee monoi- 
dale au sens de Hovey pT |. Essentiellement, on demande que le produit direct defmisse 



une structure monoidale au sens de ||61|| , et on demande en outre que le Horn interne 



existe. Cette derniere condition est plus ou moins equivalente a l'existence d'une certaine 
colimite, mais cette colimite n'est peut-etre pas "petite" (i.e. indexee par un ensemble 
et non une classe) et nous ne savons pas si la simple condition d'existence des (petites) 
colimites suffit pour garantir IM(a). 



La proposition suivante redonne les axiomes IM1-IM4 de |94| §11, et nous considerons 
desormais les axiomes IM(a)-IM(d) comme constituant la version "officielle" de la notion 
de cmf interne. 



Proposition 11.1 Soit M une categorie de modeles fermee interne. 

(1) Si A est cofibrant et B fibrant alors Hovn {A. B) est fibrant; 

(2) Si A —>■ A' est une cofibration (resp. cofibration triviale) d'objets cofibrants, et si 
B' — » B est une fibration (resp. fibration triviale) entre objets fibrants, alors le morphisme 

Hom W. B') -> Hom W. B) x Hom{A , B) Hom (A, B') 

est une fibration (resp. fibration triviale); 

(3) Le Horn interne transforme tout coproduit cofibrant dans son premier argument (resp. 
produit fibre fibrant dans son second argument) en un produit fibre fibrant. 
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La preuve est facile et laissee au lecteur (les arguments se trouvent au §7 de f94|). □ 



On a une version "homotopique" de la notion de Horn interne. Soit A une categorie 
simpliciale, et soient x, y G A. On suppose que A admet des produits directs homo- 
topiques; soit /i6Aet/:/ixj;^?/un morphisme (i.e. on choisit un objet h x x muni 
de morphismes vers h et x qui represente le produit direct). On dit que (h, f) est un Horn 
interne homotopique de x a y, si le morphisme (essentiellement bien defini) 

A 1/ (u,h) -> Ay(u x x,y) 

est une equivalence (ici encore on choisit un objet mxi). 

Proposition 11.2 Soit M une categorie de modeles fermee interne. Alors la categorie 
simpliciale L(M) admet un Horn interne au sens homotopique ci-dessus. 

Preuve: On utilise la technique des resolutions cosimpliciales cofibrantes pour calculer les 
complexes de fonctions (cf |59| |30| |33| Jl6| Fixons x,y G M avec x cofibrant et 



y fibrant, et notons h := Hom (x, y) le Horn interne de M (IM(a)). On a un morphisme 
h x x —>■ y. Ici et plus loin il convient de remarquer que le produit direct d'objets de 
M est aussi le produit direct homotopique dans L(M), d'apres IM(d). Fixons u G M et 
choisissons une resolution cosimpliciale cofibrante de Reedy u — > u (cf [^9| 3^] [33| [46 
). On a alors l'egalite entre ensembles simpliciaux 



Mi/(u, h) = M 1/ {xxu,y). 

Or, comme h est fibrant (Proposition |1 1 . 1| (1)), on a aussi (d'apres loc cit.) 

Mi/(u, h) = L(M) X /(u,h). 

D'autre part, les axiomes IM(b) et IM(c) impliquent que x x u est une resolution cosim- 
pliciale cofibrante de Reedy pour x x u, done (encore d'apres loc cit.) on a l'equivalence 

My(x xu,y) = L{M)x/{x x u,y). 

Ces deux equivalences impliquent par definition que h est un Horn interne homotopique 
de x a y. □ 

La categorie Afj-enrichie associee 

Soit M une categorie de modeles fermee interne. Notons * son objet final. On obtient 
un foncteur a : M — > Sets en posant (t(X) := Mi(*,X). Cette construction commute 
aux produits directs. On a la formule tautologique 

Mi (A, B) = a Hom (A.B). 



Ill 



Le Horn interne permet de munir M c f d'une structure de categorie enrichie dans Mf, 
via le foncteur a. Autrement dit, pour tous A,B e M c f on a Hom(A, B) 6 Mf et 
M c f(A, B) = <j( Hom (A, B)); pour tous A, B,Cona une composition 

Hom (A, B) x Hom iB, C) -> Hom(A, C) 

qui est associative (nous negligeons ici les problemes lies aux contraintes d'associativite 
qui sont des isomorphismes naturels). Cette composition est transformed par a en la 
composition de M c f. 

Si on sait en outre que les Hom (A, B) sont coflbrants (c'est par exemple le cas quand 
les cofibrations de M sont les injections), alors M c f est auto-enrichie par son Horn interne. 
En particulier, la structure INT(M c f) ne depend que de la categorie M c f dans ce cas. 

On obtient aussi ce qu'on pourrait appeler une Mf -categorie de Segal striate et qu'on 
notera par INT(M c f), en posant 

INT(M cf ) p/ (A , . . . , A p ) := Hom (A , A x ) x . . . x Hom (A v _^ A p ). 

Cet objet consiste plus precisement en un ensemble INT(M c f) d'objets, et pour toute 
suite A , . . . , A p d'objets, un objet INT(M c f) p /(A , . . . , A p ) de Mf (avec les morphismes 
habituels de fonctorialite) tel que les morphismes de Segal soient des isomorphismes. Ceci 
est equivalent bien sur a la donnee d'une categorie My-enrichie, et nous allons utiliser la 
notation INT(M c f) indifferemment pOlir let CcltG gorie My-enrichie ou pour la M/-categorie 
de Segal stricte. 

Structure interne pour les n-categories de Segal 

Dans le cas ou M est une categorie de prefaisceaux d'ensembles sur une certaine 
categorie, et si les cofibrations sont les morphismes injectifs (ou meme seulement injectifs 
au-dessus d'un sous-ensemble d'objets dans la categorie de base) alors les axiomes IM(a), 
IM(b) et IM(c) sont automatiquement verifies. Tel est le cas de la categorie de modeles 
fermee des n-precats de p4j ou sa variante pour les n-precats de Segal definie plus haut 



dans le present travail pJ] . Tel est aussi le cas pour la categorie de modeles fermee des 
n-prechamps de Segal car un n-prechamp de Segal n'est rien d'autre qu'un prefaisceau 
d'ensembles sur B n+1 x X (et les cofibrations sont les injections de prefaisceaux). La seule 
difficulte dans ces exemples consiste a verifier IM(d). 

Ceci a ete fait pour les n-precats dans Theorem 5.1. Comme pour l'existence de 
la structure de categorie de modeles fermee, on peut soit recopier la demonstration, soit 
utiliser ce resultat via A i— > U m o A, pour obtenir le meme resultat pour les n-precats de 
Segal. On obtient: 



Lemme 11.3 La cmf nSePC des n-precats de Segal de |5j est interne. 
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□ 



Si on applique la discussion precedente a la categorie de mo deles fermee nSePC des n- 
precats de Segal on obtient une 1-categorie stricte INT(nSePC c f) enrichie sur nSePCf, 
et en prenant le nerf de celle-ci on obtient une nSePCj-categorie de Segal, i.e. une 
n + 1-categorie de Segal qu'on note 

nSeCAT := INT(nSePC cf ). 

Insistons bien sur le fait que les objets de nSeCAT sont les n-categories de Segal fibrantes, 
et pour toute suite d'objets A , . . . , A p on a 

nSeCAT p /(A , ...,A P ):= Hom(A 0} A x ) X . . . X Hom ( A p -i , A p ). 

La meme construction pour la n + 1-categorie nCAT des n-categories fibrantes, a ete 



donnee dans |94| §7. 

On observe que nSeCAT (resp. nCAT) n'est pas fibrante, et on utilisera souvent un 
remplacement fibrant qu'on notera nSeCAT' (resp. nCAT'). 

Remarque ensembliste: Les objets de (nSeCAT) forment une classe, et technique- 
ment parlant, nSeCAT n'est pas une n + 1-categorie. Pour contourner ce probleme, on 
convient de fixer un ensemble (tres grand!) et de ne retenir comme objet de nSeCAT que 
les n-categories dont l'ensemble sous-jacent (i.e. reunion des Am) est contenu dans cet 
ensemble. Avec cette convention, le remplacement fibrant nSeCAT' existe. Le lecteur 
verifiera que nos constructions ne nous eloignent pas de ce cadre: quand on parle de limites 
ou colimites, par exemple, elles sont toujours prises suivant un ensemble d'indices dont 
on peut borner a l'avance la puissance; il suffit done de choisir notre ensemble de depart 
sumsamment grand pour que toutes les limites et colimites qu'on va prendre, existent; de 
fagon similaire, quand on utilise l'argument du petit objet, on connait toujours a l'avance 
une borne transfinie du nombre d'etapes necessaires. 

Structure interne pour les n-champs de Segal 

On va maintenant adapter aux n-champs de Segal la construction vue pour les n- 
categories de Segal. 

Lemme 11.4 La cmf nSePCh des n-prechamps de Segal sur un site X , est interne. 

Preuve: comme on l'a remarque plus haut, la seule difnculte concerne IM(d) qu'on prouve 
par recurrence sur n. Pour n = la propriete en question resulte facilement de la definition 
de l'equivalence d'lllusie (en notant que le passage au faisceau associe est compatible avec 
le produit direct des prefaisceaux d'ensembles, voir par exemple [0). On suppose done 
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n > 1 et le resultat connu pour n — 1. Soit / : A — > A' une ^-equivalence de n- 
prechamps de Segal, et soit B un n-prechamp de Segal. On peut supposer (grace au 
resultat correspondant pour les n-precats de Segal) que les A(X), A'(X) et B(X) sont 
des n-categories de Segal. On a 

t< (A xB)= t< (A) x t< (B) 

(et de meme pour A') done le morphisme 

r< (A xB)^ t< (A' x B) 

induit une surjection sur les faisceaux d'ensembles associes. D'autre part, pour (x, a) et 
(y, b) dans (A x B) {X), on a 

(A x B) y ((x, a), (y, b)) = A lf (x, y) x B lf (a, b) 

et de meme pour A'; on obtient done (a partir du resultat pour n — 1) que le morphisme 
induit par / 

{A x B^/dx, a), (y, b)) - (A' x 5) 1/ ((/x, a), (/y, 6)) 

est une ^-equivalence. Par definition (voir §3) cela veut dire que / est une ^-equivalence. 
Ceci donne IM(d). □ 

Maintenant, a partir de M = nSePCh, on peut construire le n + 1-prechamp de Segal 
des n-champs de Segal fibrants, note 

nSe CHAMP (X) := INT(nSePCh cf ). 

Les objets de nSe CHAMP (X) au-dessus de X e X sont les n-prechamps de Segal fibrants 
sur X I X. Si A , . . . , A p sont de tels objets, alors on definit sur X/X le n-prechamp de 
Segal 

nSeCHAMP(X) p/ (A , ...,A P ) = Hom (A , A ± ) x . . . x Hom (A v ^ , A p ). 

En appliquant le foncteur des sections globales T a nSe CHAMP (X), on obtient la 
n + 1-categorie de Segal des n-champs de Segal sur X, qu'on pourrait noter 

nSeCHAMP(X). 

En fait, si on analyse la phrase precedente, on constate que les objets de nSeCHAMP(X) 
sont les n-prechamps de Segal A tels que A\ x/x soit fibrant pour tout X e X. Si X n'a 
pas d'objet final, cette condition peut etre differente que la condition (plus forte) que 
A soit fibrant (noter le contre-exemple dans §6), et nous allons legerement modifier la 
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definition pour ne garder dans nSeCHAMP(X) que les seuls objets qui sont fibrants sur 
X. 

En conclusion, on prefere noter nSeCHAMP(X) la n + 1-categorie dont les objets 
sont les n-prechamps de Segal (^-fibrants sur le site X . Si A , . . . ,A p sont de tels objets, 
alors on prend comme precedemment pour nSeCHAMP(X) p /(A , . . . , A p ) le produit de 
n-precats T Hom (An. A\) x . . . x T Hom (A v ^ , A p ). 

II convient de rappeler, pour comprendre cette definition, que THom(A, B) peut etre 
defini comme le representant du foncteur nSePC — > Ens 

E ^ Hom nSePCh (A x E,B), 

oil E est le n-prechamp de Segal constant a valeurs E. 
II est immediat que pour tout X e X, on a 

nSe CHAMP (X)(X) = nSeCHAMP(X /X), 

et ceci pourrait servir de definition de nSe CHAMP (X). 

Enfin, on peut faire ici la meme "remarque ensembliste" que plus haut (qui explique 
pourquoi on se permet de prendre des remplacements fibrants nSe CHAMP (X)'). 

Calcul avec la structure de type HBKQ 



Nous indiquons ici comment utiliser la structure du theoreme |5.1| pour calculer T Hom 
et Horn (ce dernier dans le cas oil X admet des produits fibres). 



Lemme 11.5 Si le site X admet des produits directs, alors la cmf de type HBKQ de [577 
est interne. 



Preuve: II suffit de remarquer que le produit de deux additions libres de cellules au-dessus 
de X et de Y, est une addition libre au-dessus de X x Y. □ 

Remarque: Si on veut appliquer ce lemme sur les sites X/X alors il faut que ceux-ci 
admettent des produits directs, i.e. que X admet des produits fibres. 

Au vu de ce lemme, on pourrait, dans le cas oil X admet des produits directs, definir 
une version HBKQ de nSeCHAMP(X) et nSe CHAMP (X). On signale maintenant 
qu'on obtiendrait essentiellement les memes objets que plus haut. 

On commencera par montrer une propriete valide meme si X n'admet pas tous les 
produits directs. 

Soit E est une n-precat de Segal, et notons E_ le n-prechamp de Segal constant sur 
X de valeur E. Si A — >• A 1 est la cofibration engendree librement par l'addition d'une 
cellule au-dessus de X e X (i.e. engendree par une cofibration de n-precats de Segal 
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A(X) — > C) alors A x E_ ^ A' x E_ est aussi engendree librement par addition de la 
cellule A(X) x E ^ C x E. II s'ensuit (du fait que le produit direct avec E preserve les 
compositions transfinies et les retractions) que si 

A -f A' 

est une cofibration pour la structure de HBKQ, alors il en est de meme de 

A x E -y A' x E. 



Soit maintenant A cofibrant et B fibrant pour la structure de HBKQ (Theoreme f5.1| ). La 
n-precat de Segal THom(A, B) represente le foncteur nSePC — > Ens 

E i-> Hom nSe pch{A x E,B). 

Le fait que les A x E_ soient cofibrants (pour |5j]) implique que si B — > B' est une 
equivalence entre deux n-prechamps de Segal fibrants pour |5.1|, alors le morphisme induit 



T Hom U, B) -> T Hom U, B') 

est une equivalence de n-precats de Segal (les deux sont des n-precats de Segal fibrantes). 
En particulier on peut choisir B' fibrant par rapport a la structure du theoreme |3.1| , 
auquel cas on obtient la "bonne" n-categorie de Segal des morphismes de A vers B. La 
conclusion est le lemme suivant, qui dit que A et B peuvent etre utilises pour calculer les 
n-categories de Segal de morphismes dans nSeCHAMP(X). 

Notons avant d'enoncer le lemme, que B est fibrant pour la structure |5.1| si et seulement 
si pour tout X E X, B(X) est fibrant. Ceci est done une condition ponctuelle (verifiee 
par exemple par tout foncteur X° — ► nSeCAT). 



Lemme 11.6 Soient A cofibrant et B fibrant pour la structure de HBKQ (Theoreme \5.1\ ). 
Soient A' et B' leurs remplacements fibrants pour la structure de Alors il y a une 
equivalence de n-categories de Segal 

nSeCHAMP(X) 1/ (A',B') = T Hom U', B') £ T Hom U, B). 

□ 

Signalons qu'on peut calculer de la meme fagon les n-prechamps de Segal de mor- 
phismes dans nSe CHAMP (X), a condition que X admette des produits fibres; grace au 



lemme 11.5 
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Lemme 11.7 Supposons que le site X admet des produits fibres. Soient A cofibrant et B 
fibrant pour la structure de HBKQ (Theoreme \5. Soient A' et B' leurs remplacements 
fibrants pour la structure de \3.1\ . Alors il y a une equivalence de n-categories de Segal 

nSe CHAMP (X\ i(A', B') = Horn W, B') = Hom (A, B). 

□ 

Le lemme |11.6| nous aide a expliciter la notion de "donnee de descente" . Soit X G X 
et soit B C X/X un crible couvrant X. Soit 

V B — > * B 

le morphisme de n-prechamps de Segal (qui peuvent etre consideres comme au-dessus de 
X/X ou B) construit au §5. Soit A un n-prechamp de Segal sur X fibrant pour la structure 
i.e. un prefaisceau sur X a valeurs dans la categorie nSePCf des n-categories de Segal 
fibrantes. Soit A — > A' un remplacement fibrant pour la structure de [D] pour la topologie 
grossiere. Alors on a l'equivalence 

T Hom (*K, A'\r) = THorn(V B ,A\ B ). 

En particulier en prenant r< , on obtient le corollaire suivant. 

Corollaire 11.8 Soit A un n-prechamp de Segal sur X fibrant pour la structure \5. i| , 
i.e. un prefaisceau sur X a valeurs dans la categorie nSePCf des n-categories de Segal 
fibrantes. Soit X E X et B C X/X un crible couvrant X , et soit 

T^B —> *B 

la "resolution" construite au §5. Alors Vensemble "des donnees de descente" 

[*B, ^4|,8],Bs ro 

se calcule comme Vensemble de morphismes (dans nSePCh) de T> B vers A, modulo la 
relation qui identifie deux morphismes s'ils sont lies par un morphisme T> B x J — > A. 



Preuve: Soit A — » A' un remplacement fibrant pour la structure de pour X gro . 
L'ensemble des donnees de descente se calcule commme 

[*B,A\ B ) B sto = T< THom(* B ,A'\ B ). 

Par l'equivalence ci-dessus ceci est isomorphe a 

T< THom(p B , A\ B ). 

Comme THam{V B , A\ B ) est une n-precat de Segal fibrante, sa troncation r< se calcule 
comme l'ensemble des objets modulo la relation qui identifie deux objets lies par un 
morphisme de source J. □ 
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Relation avec la structure simpliciale 



D'apres Dwyer-Kan |33[], la "structure simpliciale" d'une categorie de modeles fermee 



est bien definie a homotopie pres, et on voudrait la comparer a la structure interne quand 
cette derniere existe. II serait possible de formuler cette question en toute generality 
mais par commodite (et du fait que cela suffit pour nos applications) nous allons seule- 
ment regarder le cas d'une categorie de modeles fermee interne avec structure simpliciale 
compatible. On commence par la definition: si M est une categorie de modeles fermee in- 
terne, une structure simpliciale compatible est un foncteur R : A — > M tel que la categorie 
simpliciale M* definie par 

Hom Mk (x,y) := Hom M (R(k) x x,y) 

soit une categorie de modeles simpliciale au sens de Quillen. On peut aussi ecrire 

HorriM*(x,y) — (k >— > Hom M (R{k) x x,y)) . 

Le foncteur R s'etend par passage aux limites finies en un foncteur (qu'on notera encore 
R) de la categorie des ensembles simpliciaux n'ayant qu'un nombre fini de simplexes non- 
degeneres vers M. Dans les notations introduites par Quillen pour la structure simpliciale, 
on a 

K®x = R(K) x x, 

et 

Hom(K, y) = Hom (R(K), y) 

( Horn est le Horn interne de M). On peut aussi prendre ces formules comme definition 
alternative de la structure simpliciale associee a R (ce point de vue correspond a la 
definition de categorie de modeles simpliciale donnee par Goerss-Jardine 



Si (M, R) est une categorie de modeles fermee interne avec structure simpliciale com- 
patible, on obtient un foncteur H : M — > EnsSpl de M vers les ensembles simpliciaux, en 
posant pour x € M, 

S(z) p := Hom M (R(p),x), 
ou en termes de foncteurs representables, 

Hom EnsS pi(K,E(x)) := Hom M (R(K),x). 

En d'autres termes est l'ensemble simplicial HomM t (*,x) oil * est l'objet final de 
M. Le foncteur S est compatible aux produits directs. De ce fait, a partir d'une categorie 
M-enrichie C, on peut fabriquer la categorie E o C qui est enrichie sur les ensembles 
simpliciaux. 
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Lemme 11.9 Soit (M, R) une categorie de modeles fermee interne avec structure simpli- 
ciale compatible, et soit INT(M c f) la categorie Mf-enrichie construite plus haut. D 'autre 
part, soit M c f^ la categorie simpliciale des objets cofibrants et fibrants avec sa structure 
simpliciale determinee par R. Alors on a un isomorphisme de categories simpliciales 



M c/i „ = ~o INT(M, 



cf) 



Par consequent, si L(M) est la localisee de Dwyer-Kan de M par rapport aux equivalences 
faibles, on a une equivalence de categories simpliciales 

L(M) = Eo INT(M cf ). 

Preuve: Les objets de M c f^ et de INT(M c f) sont les objets cofibrants et fibrants de M. 
Pour deux tels objets x, y, on a par definition 

INT(M cf )y{x,y) :=Hom(x,y), 

et done 

{ZoINT(M cf )) x/ (x,y) := E(INT(M c f) 1 /(x, y)) = (pn Hom(R(p), Hom(x,y))) 

= (P H Hom(R(p) x x, y)) = Hom Mafir { x > V)- 
Ceci donne l'isomorphisme souhaite. La deuxieme partie est consequence de l'equivalence 



L(M) = M cf) * voir @ . □ 



On va appliquer tout ceci aux n-categories et n-champs de Segal. On verifie facilement 
qu'on peut iirunir lei c£it 6 gorie de modeles fermee interne nSePC des n-precats de Segal 
d'une structure simpliciale compatible en prenant pour Ryp) la cat'egorie / ayant p + 1 
objets 0', . . . ,p' et un seul isomorphisme entre chaque paire d'objets. Soit E : nSePC — > 
Ens S pi le foncteur correspondant. 

Lemme 11.10 Si A est une n-categorie de Segal fibrante (et automatiquement cofibrante) 
alors il y a une equivalence naturelle d 'ensembles simpliciaux 

E(A) 4- A int '°. 

Preuve: On a un morphisme de n-precats de Segal 

RE(A) -> A. 

En notant que SeCat(RE(A)) est un n-groupo'ide de Segal (comme colimite homotopique 
de n-groupo'ides de Segal), et en utilisant la notation A mt, ° du §2, on obtient l'equivalence 

BE(A) 5 SeCat(RE(A)) intfi ' -> A int > ' 
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(il faut choisir une retraction SeCat(A) — > A, ce qui possible parce que A est fibrante). 
Le compose est le morphisme ci-dessus. Si 9ft est la realisation comme ensemble simplicial, 
on a par definition A tnt,Q := $tA tnt, ° , d'ou un morphisme 

&{EZ{A)) -> A int '°. 

Si on note la categorie avec p + 1 objets 0', . . . ,p' et un morphisme z' — > j' pour tout 
i < J, alors 1 'ensemble simplicial 

»(/(p)) = /i(p) 

est le p-simplexe standard, et l'inclusion C J fournit done un morphisme 

h(p) -> R(fl(p)) 

qui s'etend par passage aux colimites en un morphisme K — > dt(R(K)) pour tout ensemble 
simplicial K. En particulier, on a un morphisme 

E(A) -> »(iE(A)), 

lequel compose avec le morphisme ci-dessus donne 

5(A) -> 

II nous faut que e'est une equivalence. 

La construction S respecte les equivalences entre objets fibrants. En utilisant l'egalite 
H(y4) = ^A mt, ° ), on peut — quitte a remplacer A par A mt, ° - supposer que A est un 
n-groupoide de Segal. Ce dernier correspond a un espace topologique d'apres le travail de 
Tamsamani |5S| (les techniques de Tamsamani s'appliquent directement au cadre "de Se- 
gal" car il travaille de fait dans ce cadre, et n'opere la troncation qu'a la fin de l'argument). 
On peut done supposer qu'il existe un espace topologique Y avec A = U njSe (Y). On 
note que ce dernier est automatiquement fibrant. On a une equivalence faible d'espaces 
|3ft(A)| — > Y (encore grace a pq|). Par ailleurs, l'ensemble simplicial E(A) est une vari- 
ante du "complexe singulier" de Y, correspondant au foncteur A — > Top qui a p G A 
associe 3?(i2(p)). II s'ensuit que |S(/1)| — > Y est une equivalence faible. On obtient que le 
morphisme d'espaces topologiques 

\E(A)\ - \U(A)\ 
est une equivalence faible, ce qui implique que 

E(A) -> &{A) = A int >° 

est une equivalence d'ensembles simpliciaux. □ 
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Theoreme 11.11 II y a une equivalence naturelle de 1-categories de Segal 

nSeCAT int ' 1 = L{nSePC). 

De plus, si X est un site, il y a une equivalence naturelle (et fonctorielle en X) 

nSeCHAMP(X) int ' 1 = L(nSePCh{X)). 

lei les L( ) sont les localisees de Dwyer-Kan des categories de modeles par rapport aux 
equivalences faibles. 

Preuve: D'abord nSeC AT m1,1 s'obtient a partir de nSeCAT en prenant l'interieur ( ) m *>° 
des n-categories de Segal nSeCATi/(A, B) qui sont fibrantes. D'apres le lemme |11.10| , on 
obtient l'interieur d'un objet en appliquant la construction S. On a done une equivalence 

nSeCAT int ' 1 = Eo nSeCAT, 



et le lemme |11.9| donne l'equivalence avec L(nSePC). 

Le foncteur R : A — > nSePCh qui a p associe le prefaisceau constant de valeur 
R{p) G nSePC, definit une structure simpliciale compatible sur la categorie de modeles 
fermee interne nSePCh. Si on note la construction S associee a cette structure (et E R 
celle associee a la structure R sur nSePC), on a, pour tout n-prechamp de Segal fibrant 

A 

Er(A) = Z r (V(X,A)). 

Rappelons qu'on a pose 

nSe CHAMP := INT(nSePCh cf ), 

et 

nSeCHAMP 1/ (A,B) := T(X, nSe CHAMP x/ (A, B)). 
On obtient l'egalite 

(S & o nSe CHAMP )i /(A, B) = (E R o nSeCHAMP) 1/ (A, B), 

autrement dit 

E R o INT(nSePCh cf ) = E R o nSe CHAMP = E R o nSeCHAMP. 

Le lemme 11. 9| donne alors l'equivalence 

L(nSePCh) = E R o nSeCHAMP. 

Comme pour la premiere partie du theoreme, en utilisant que les nSeCHAMPi/(A, B) 
sont fibrants et en leur appliquant le lemme |11.10| , on obtient l'equivalence 

E R o nSeCHAMP ^ nSeCHAMP int '\ 

Ces deux equivalences donnent la deuxieme partie du theoreme. □ 
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Le Horn interne relatif 



On presente ici une extension souvent utile de la notion de Horn interne: il s'agit du 
Horn "fibre par fibre" pour un morphisme / : A — > B, qu'on notera Hom (A/B, C) — > B. 
II n'existera que sous certaines conditions sur le morphisme /. 

Soit M une categorie de prefaisceaux (i.e. on suppose qu'il existe une autre categorie 
y telle que M soit equivalente a la categorie des prefaisceaux d'ensembles sur y). Soient 
A,B,C e M avec une fleche / : A —> B. Posons, pour E e M, 

H(E) := {E — > B, Ex B A^ C}. 

Nous affirmons que ce foncteur est represents par un objet Hom (A/B, C) de M. En effet, 
H(-) transforme les colimites en limites, ce qui suffit pour garantir sa representabilite. 

Supposons de plus que M est une cmf interne. On dira qu'une fibration / : A — > B 
est compatible aux changements de base (ccb) si, pour tout diagramme 

B> A B" -> B 

oil a est une equivalence faible, on a que 

Ax B B' ^ Ax B B" 

est aussi une equivalence faible. On note que si M est propre (e.g. pour M = OSePC 
ou M = OSePCh) alors toute fibration est compatible aux changements de base — c'est 
la definition de "propre" . 

Lemme 11.12 Si 

A -A B 
I I 
A' 4 B' 

est un diagramme avec f et f des fibrations et les fleches verticales des equivalences, 
alors: 

— si f est ccb alors f estr ccb; 

— si B — > B' est une fibration et f est ccb alors f est ccb; et 
— si B et B' sont fibrants et f est ccb alors f est ccb. 

Preuve: Laissee au lecteur (dans le troisieme cas on peut choisir deux fibrations B <— 
B" — > B' et appliquer le deuxieme cas). □ 

La proposition suivante etablit la relation entre la condition "ccb" et le Horn interne 
relatif: pour que ce dernier ait un sens homotopique il faut que le morphisme / : A — > B 
soit ccb. 
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Proposition 11.13 Soit M une cmf interne qui est une categorie de prefaisceaux. On 
suppose en outre que cof C M est la categorie des injections des prefaisceaux. Soit 
f : A — > B une fibration compatible aux changements de base. Alors le foncteur 

C h-> Hom(A/B, C) 

transforme fibrations en fibrations, en particulier si C est fibrant alors le morphisme 
structurel Hom (A/B,C) — > B est une fibration. Cette construction est — a equivalence 
pres — invariante par equivalence en les variables A et C (ces invariances sont soumises 
a la condition que la fleche f reste une fibration ccb et que C reste fibrant). Si 

A' -> A 

I I 
B' -> B 

est un diagramme cartesien alors on a la formule 

Hom U'/B', C) = Hom (A/B, C)x B B' . 

Si les fleches verticales sont des fibrations ccb et le morphisme B — > B' est soit une 
fibration triviale soit une equivalence entre deux objets fibrants, alors le morphisme induit 

Hom (A'/B', C) -> Hom (A/B, C) 

est une equivalence. 

Preuve: Soit g : C — > C une fibration; montrons que la fleche Hom (A/B, g) satisfait la 
propriete de relevement pour une cofibration triviale E — > E' . Cette propriete revient a 
la propriete de relevement pour g par rapport au morphisme 

j : A x B E -> A x b E' . 

Le fait que cof est compatible aux produits fibres implique que j est une cofibration; et 
la propriete ccb pour / implique que j est une equivalence faible; d'ou la propriete de 
relevement voulue. 

On note de la meme fagon que si g : C — * C est une fibration triviale alors g induit 
une fibration triviale Hom (A/B, g). Ceci implique l'invariance de la construction par 
equivalence en l'argument fibrant C (en effet toute equivalence entre dans un triangle— 
commutatif a une retraction pres — oil les deux autres cotes sont des fibrations triviales). 

Soit A > A' — > B un diagramme oil les deux morphismes / : A — > B et /' : A' — > B 
sont des fibrations ccb. Dans ce cas, pour C fibrant, le morphisme 

Hom U'/B, C) -> Hom (A/B, C) 
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est une fibration triviale: pour une cofibration E — > E' il s'agit de voir que 

A x B E' U AxbE A' x b E-^ A' x b E' 

est une cofibration triviale, ce qui est le cas grace au fait que 

Ax B E A' x B E et Ax B E'^A'x B E' 

sont des cofibrations triviales (pour cela on n'a pas besoin de la propriete ccb). II s'ensuit 
que la formation de Hom (A/ B, C) est invariante a equivalence pres par equivalence en la 
variable A (a condition que / reste fibrant et ccb et que C soit fibrant). 

Enfin, la formule en cas de changement de base B — > B' est une consequence immediate 
de la definition du Horn interne relatif comme foncteur representable. Si le morphisme 
B' — > B est une fibration triviale, le produit fibre avec celui-ci induit encore une fibration 
triviale. Si cette fleche est une equivalence entre objets fibrants on peut se reduire (en 
introduisant un B" comme au debut de la demonstration) au cas d'une fibration triviale, 
ce qui donne l'enonce d'invariance par changement de B. □ 

Question: Si / : A — > B est ccb, en est-il de meme pour Hom jA/B, C) — > Bl 

Lemme 11.14 Soit M une cmf comme dans la proposition ci-dessus. Soit f : A — > B 
une fibration compatible aux changements de base et soit C un objet fibrant. Pour tout 
morphisme B' — > B , on a 

SectjB', Hom iAlB, C) x B B r ) = Hom (A x B B' ', C) . 

Ici Sect(U, V) designe, pour un morphisme donne V — > U , la fibre de Hom (U, V) au- 
dessus de \\j G Hom (U, U). 

Preuve: Utiliser la propriete defmissant Hom (A/B, C). Un morphisme 

E -> Sect(B',Hom(A/B,C) x B B') 

est un morphisme E x B' — > Hom (A/B, C) dont le compose vers B se factorise a travers 
B' . Ou encore un morphisme 

E x (B' x B A) = (Ex B') x B A^C, 

i.e. un morphisme E — > Hom (A x B B', C). □ 

Si la reponse a la question precedente est affirmative, ou bien si B et B' sont fibrants, 
ou bien si toute fibration de base B est ccb (cf le lemme ci-dessous par exemple), alors la 
propriete universelle de ce lemme est aussi une propriete universelle homotopique car les 
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morphismes rentrent en jeu dans les produits fibres sont fibrants, les produits fibres en 
question sont invariants sous equivalence, et les sections sont prises le long d'un morphisme 
fibrant. 

On applique maintenant cette discussion a nos exemples M = nSePC et M = 
nSePCh. En fait il suffira de traiter l'exemple des n-prechamps de Segal M = nSePCh 
car on recupere le cas des n-precats de Segal (M = nSePC) comme le cas "ponctuel" i.e. 
le cas oil le site sous-jacent est X = *. 

On note d'abord que si n = (i.e. dans le cas des prefaisceaux simpliciaux) alors M 
est propre et toute fibration / est ccb. Pour n > on obtient que les objets qui sont 
essentiellement des O-prechamps de Segal, i.e. les objets O-groupiques ou n-groupoides de 
Segal, se comportent comme des prefaisceaux simpliciaux. On obtient en outre une petite 
amelioration, a savoir qu'il suffit que la base B soit O-groupique. 

Lemme 11.15 Dans la cmf M = nSePCh des n-prechamps de Segal une fibration 
f : A — > B de base B telle que chaque B(X) soit une n-categorie de Segal O-groupique 
(i.e. un n-groupoi'de de Segal), est compatible aux changements de base. 

Preuve: On peut supposer que B est fibrant (a cause de l'invariance par changement 
de A). Au vu de l'enonce partiel de proprete |3l|, il suffit de voir la compatibilite aux 
changements de base de la forme 

B' -> SeCat(B') -> B. 

Pour cela il suffit de voir la compatibilite sous les memes changements de base au-dessus 
de chaque objet X e X. On est done ramene au cas ponctuel X = *. Rappelons que 
dans ce cas l'operation SeCat peut etre vue comme composee transfinie de coproduits 
avec des cofibrations standards notees E — > h(M) dans (ici h(M) est la n-precat de 
Segal represents par M G n+1 ). On peut done reduire au cas d'un changement de base 
de la forme 

E -> h(M) -> B. 

Soit h(M) le "complete O-groupique" de h(M), obtenu par exemple en prenant le H n ,se 
de la realisation topologique de h(M). Le fait que B soit O-groupique et fibrant implique 
l'existence d'une factorisation de la forme 

E -> h(M) -> h(M) -> B. 

On peut done se reduire au cas B = h(M) 
fibration triviale done, si 

A - 
i 

B - 



Maintenant le morphisme B —> * est une 
.4' 
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est une factorisation de A — > * avec A' fibrant, la propriete ccb pour A — > B est equivalente 
a cette propriete pour A' — > *. Or la propriete ccb pour A' — > * resulte de la stabilite 
des equivalences faibles par produit direct, qui n'est autre que IM(d) pour M = nSePC 
(on rappelle qu'on a fait reference, pour sa demonstration, a la meme propriete pour les 
n-precats non de Segal, qui a son tour etait l'une des etapes principales de [p4| ). □ 



En consequence de ce lemme, pour toute fibration / : A — > B de n-prechamps de Segal 
avec B O-groupique, et pour tout n-prechamp de Segal fibrant C, le morphisme 

Hom jA/B, C) -> B 



est une fibration possedant la propriete |11.14j qui est une propriete universelle homo- 
topique. 



Le contre-exemple a la proprete donne dans 0] est le morphisme 



a 02 : A = I -> J (2) = B 

ou B est la categorie avec trois objets 0, 1, 2 et des fleches — > 1 — * 2, et a 02 est l'inclusion 
de la fleche — > 2. Ce morphisme est une fibration mais n'est pas compatible aux change- 
ments de base. Cet exemple montre qu'il n'existe pas toujours un Horn interne relatif 
de la forme Hom(A/B, C) satisfaisant a la propriete universelle homotopique voulue, est 
obstruee. 
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12. La famille universelle 



Soit pour le moment X une categorie munie de la topologie grossiere. On a un mor- 
phisme de n + 1-prechamps 

^ : nSeCHAMP(X) x X° -> nSeCAT. 

Ce morphisme peut etre vu comme la famille universelle de n-categories au-dessus de 
nSeCHAMP(X) x Af. On definit ^ en posant 

:=A(X); 

et pour / : X — > Y dans X on utilise le morphisme naturel 

T Hom U, B) x {/} -> gom U(y). fi(X)) 

pour definir Paction de ^ sur les morphismes. A gauche, il s'agit du Horn interne des 
n-prechamps de Segal; et, a droite, il s'agit du Horn interne des n-precats de Segal. 

Soit nSeCAT' le remplacement fibrant de nSeCAT. Par composition on obtient un 
morphisme 

nSeCHAMP(X) x X° -> nSeCAT', 
qui correspond, par definition du Horn interne (des n+l-precats de Segal), a un morphisme 

$ : nSeCHAMP(X) -> Hom (X°, nSeCAT'). 

Le resultat suivant fait le lien entre ces definitions et les notions de champs proposees 
dans [p5[| . 

Theoreme 12.1 Soit nSeCAT' un remplacement fibrant de nSeCAT. Si la topologie de 
X est grossiere alors le morphisme $ induit une equivalence entre nSeCHAMP(X) et la 
n+ 1-categorie de Segal Hom (X°, nSeCAT') . 

Si X est muni d'une autre topologie Q alors $ induit une equivalence entre 
nSeCHAMP(X) et la sous- categorie pleine de Hom (X°, nSeCAT') formee des mor- 
phismes F : X° — > nSeCAT' qui correspondent a des n-champs de Segal. 

Pour le cas des n-champs non de Segal cette sous- categorie peut etre identifiee comme 
celle des morphismes qui satisfont a la condition de descente de t 9£] 6.3 a savoir que la 
fleche 

\\mF\x/x HmF\i3 
est une equivalence pour tout crible B C X / X de Q . 
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Dans cette section (Proposition |12.2| ci-dessous) nous allons seulement demontrer que 
$ est pleinement fidele. La surjectivite essentielle de $ dans le premier cas du theoreme 
sera le theoreme 18. 5| plus bas. Le deuxieme cas resultera alors (une fois admis le theoreme 



[I83D du Corollaire [H^ . 

On note d'abord que si Q designe la topologie de X, alors les n-prechamps (/-fibrants 
sont en particulier fibrants pour la topologie grossiere, tandis que la definition des mor- 
phismes dans nSeCHAMP(X s ) ne fait pas intervenir Q. Done nSeCHAMP(X^) est une 
sous-categorie pleine de nSeCHAMP(X gTO ) oil X gTO est la categorie X avec la topologie 
grossiere. Ainsi la propriete que $ soit pleinement fidele se reduit au cas de la topologie 
grossiere et nous pouvons ignorer la topologie Q pour le reste de cette section. 

Pour insister sur le fait qu'on ne considere pas la topologie, on change la notation pour 
X en y-. on considere done une categorie y avec sa topologie grossiere. 

Rappelons que les objets de nSeCHAMP(y) sont les n-prechamps de Segal fibrants 
sur X, et que si A et B sont deux tels objets, on a, 

nSeCHAMP{y)y(A,B) := T Hom (A.B). 

Cette n-precat de Segal fibrante represente le foncteur qui a une n-precat de Segal E 
associe l'ensemble Hom(A x E_,B). D'autre part si A est fibrant alors les valeurs A(X) 
sont fibrantes, i.e. objets de nSeCAT. Le n-prechamp de Segal fibrant A induit done 
un morphisme y° — > nSeCAT qu'on peut composer avec le remplacement fibrant pour 
obtenir un morphisme y° nSeCAT 1 . Si E est une n-precat de Segal E, se donner un 
morphisme 

E -> Hom (y°, nSeCAT f ) lf (A, B) 
revient a se donner un morphisme 

F : y° x T(E) -> nSeCAT' 

avec 

F\y°x{o} — A, F\y°x{i} = B. 
(Voir [^5| pour la notation T.) Or, la donnee d'un tel morphisme strict (i.e. a valeurs 
dans nSeCAT au lieu de nSeCAT') 

F : y° x T{E) -> nSeCAT 

avec 

B\y°x{o} — A F\y°x{i} — B 
revient a la donnee, pour tout y G y, d'un morphisme E x A(y) — > B(y) telle que pour 
y — ► z dans y, ces morphismes soient strictement compatibles avec les restrictions dans 
A et B. Autrement dit, on obtient l'egalite 

Hom (y°, nSeCAT) y {A, B) = T Hom U.B). 
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Par suite l'inclusion nSeCAT — > nSeCAT' induit un morphisme 

T Hom U, B) -> Hom(y°, nSeCAT f ) 1 /(A, B), 

et la pleine fidelite du foncteur $ est equivalente a la proposition suivante. 

Proposition 12.2 Soient A et B deux n-prechamps de Segal fibrants sur y. Alors le 
morphisme 

F Hom U, B) -> Hom(y°, nSeCAT') 1 /(A, B). 
est une equivalence de n-categories de Segal. 

Preuve: On introduit d'abord quelques notations. Soit Y une n + 1-categorie de Segal et 
E une n-precat de Segal. On definit la n + 1-precat de Segal Y® E qui a les memes objets 
que Y en posant (pour p > 1) 

Y® E (y ,...,y p ):=Y p/ (y ,...,y p )xE. 

On s'interesse a cette construction surtout quand Y est notre 1-categorie de base y, ou 
bien encore pour Y = y x I. 

Si Z C y est une inclusion de 1-categories ayant les memes objets, si C est une 
n + 1-categorie fibrante, et si A : Z — > C est un morphisme, on introduit la n-categorie 
de Segal fibrante Diag(y,Z,A;C), dont les objets sont les prolongements de A a y, et 
qui est caracterisee par la formule 

Hom nSe Pc(E, Dtag(y, Z, A; C')) = {/ : y® E ^ C", f\ z »B = A\ z ®e}. 

En effet, on verifie que le membre de droite definit un foncteur en E qui transforme 
colimites en limites. Ce foncteur est done representable par une n-precat de Segal qu'on 
note Diag(y, Z, A; C). Comme C est fibrante, notre foncteur a la propriete d'extension 
pour les cofibrations triviales E C E', et done Diag(y, Z, A; C) est fibrante. 

Soient v(Z) C v(y) et v{C) les nerfs de ces 1- ou n+ 1-categories de Segal, considerees 
comme n-prechamps de Segal au-dessus de A. On note que v(C) est fibrant au-dessus 
de A. On peut verifier que la n-categorie de Segal Diag(y,Z,A;C) est la fibre du 
morphisme 

Hom (u(y). u(C')) -> Hom MZ), u(C')) 

au-dessus de A. II s'agit ici des Horn internes de n-prechamps de Segal au-dessus de A. 
Soient maintenant A, B : y — > C et notons A U B le morphisme correspondant 

aub -.y x {0,1} = yuy ^ C. 
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On a la formule 

Hom(y, C') 1/ (A, B) = Diagiy x/Jx {0, 1}, A U B; C). 

Pour prouver la pleine fidelite, nous allons appliquer cette formule avec C = nSeCAT'. 

On va d'abord modifier legerement les choses. Dans la situation du paragraphe 
precedent, soit U la categorie dont les objets sont les paires de suites (y , . . . ,y p ; z , ■ ■ ■ , z q ) 
munies de morphismes y^ — > y^+i, Zi — > Zi+i et aussi y p — > Zo, et oil les morphismes sont les 
inclusions et les degenerescences de suites. Autrement dit, U est la categorie des simplexes 
de y x I qui ne sont ni dans y x {0} ni dans y x {1}. Remarquons qu'on dispose d'un 
foncteur d'oubli 

(yo,...,y p ;z ,...,z q ) i-> [{0, . . . ,p}, {0, . . . , q}] 

de U vers A x A. On peut definir un n-prechamp F = F(A, B; C) sur U en prenant pour 
F(y , . . . ,y p , zo, . . . , z q ) la fibre au-dessus de (/, g) du morphisme 

C' p+q+1/ (A(y ), • • • , A(y p ), B(z ), B(z q )) -> 

C' p/ (A(y ), A(y p )) x C' q/ (B(z ), . . . , B{z q )) 

oil / (resp. g) est l'image de 1' element (y , . . . ,y p ) (resp. (z , . . . , du nerf de y par 
le morphisme A (resp. S). 

Observons ici la propriete suivante: 

(*) : pour tout (yo, . . . , z q ), le morphisme de restriction 

F(y , ■ ■ ■ , y P , z , . . . , z q ) -> F(y p , z ) = C[/(A(y p ), B(z )) 
correspondant a la fleche 

(y P ; z ) -»• (yo, • • • , y v \ z , Idots, z q ) 

de U, est une equivalence de n-categories de Segal. 

Pour le voir, il faut utiliser l'hypothese que C est fibrant, ce qui fait que le produit 
fibre dans la definition de F est aussi un produit fibre homotopique. 

Nous allons finir la demonstration en cours en admettant que F est fibrant au-dessus de 
U, et nous consacrerons la fin de la presente section a ce probleme. Observons maintenant 
qu'on a 

Diagiy x JJx {0, 1}, A U B; C) = T(U, F). 

En effet, si E est une n-precat de Segal, la donnee d'un morphisme E — > T(U,F) est 
equivalente a la donnee, pour tout objet (yo, . . . ,y p , zo, ■ ■ ■ , z q ) de U, d'un morphisme 

E - C' p+q+1/ (A(y ), A(y p ), B(z ), . . . , B(z q )) 
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compatible aux restrictions et degenerescences de suites, et compatible aux morphismes 
de transition de A et B sur les suites (y , . . . ,y p ) et (z , . . . ,z q ). Une telle donnee est 
encore equivalente a celle d'un morphisme (y x I)® E — > C compatible avec AU B, d'ou 
la formule. 

Soit Arr{y) la categorie dont les objets sont les fleches x — > y de y et dont les 
morphismes de x — > y vers x' — > y' sont les diagrammes commutatifs 

x — > x' 
I I 

y <- y'- 

On a un foncteur y> : U — > Arr(^) defini par 

V? : (y , • • • , %>, 20, • • • , z,) •-»■ (y„ -> Zo). 

On fixe dorenavant C = nSeCAT', et on supprime la reference a C dans Diag. 
Par ailleurs on pose F := F(A, B;nSeCAT'), oh A et B sont desormais des foncteurs 
stricts y — > nSeCAT, i.e. des n-prechamps de Segal sur y° avec -B fibrant en tant que 
n-prechamp sur y°. 

Soit hom(A,B) le n-prechamp sur Arr(y) qui a y — > z associe la n-categorie 
Hom (A(y), B(z)) (compte-tenu de notre definition des morphismes de Arr(y) c' est bien 
un foncteur contravariant sur Arr(y)). On a choisi la notation horn pour suggerer qu'il 
s'agit la d'une sorte de "Horn externe". 

Si on avait defini F avec nSeCAT au lieu de nSeCAT' on aurait eu 

F(A, B, nSeCAT) = V *(holh~(A, B)). 

Au lieu de cela, avec F := F(A, B; nSeCAT') et Pinclusion nSeCAT -> nSeCAT' on a 
un morphisme 

p*(7iom(A,B)) -> F, 

qui est, objet-par-objet au dessus de U, une equivalence de n-categories de Segal (grace a 
l'equivalence (*) vue plus haut). Par adjonction on obtient un morphisme 

hom(A, B) ->• v?*(F). 

D' autre part on a les formules 

fen(^,n5eCAT , )i/(A,5) = F(U,F) = T(Arr(y),^(F)) 

et 

r ffom f A B) = r(Arr{y),hom{A,B)), 
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qui induisent un diagramme commutatif 



THom(A,B) = T(Arr(y), hom(A, B)) 

i I 
H&m (y,nSeCAT%AAB) = T(Arr(y), tp*(F)). 

Pour obtenir la proposition i.e. que la fleche verticale de gauche est une equivalence, 
il suffit de montrer que la fleche verticale de droite en est une. Pour ceci, il suffirait 
(compte-tenu du fait que <p*(F) est fibrant sur Arr(y) cf §4) de montrer les deux choses 
suivantes: 

(i) le morphisme hom(A, B) — > tp*(F) est une equivalence objet-par-objet sur Arr(y); et 

(ii) hom(A,B) est fibrant sur Arr(y). 

En fait nous ne savons pas si (b) est vrai mais on va en montrer une variante plus 
faible: 

(ii)' pour tout A il existe une equivalence A' — > A tel que hom(A',B) soit fibrant sur 
Arr{y). 

Les conditions (i) + (ii)' sufnsent pour prouver le resultat voulu. En effet, elles en- 
trainent que dans le diagramme 

THom(A,B) -> Hom (y, nSeCAT') 1 /(A, B) 

I I 
T Hom W, B) -> Hom (y, nSeCAT'), f (A', B) 

la fleche du bas est une equivalence; or on sait que les deux fleches verticales sont des 
equivalences et par consequent il en est de meme de la fleche du haut. 

Pour prouver (i) Axons a : y z dans Arr(y) et notons tp/at la categorie des 
(y , . . . , z g ) dans U munis d'un morphisme de (y p — > z ) vers a dans Arr{y). Par definition 
on a 

<p*(F)(a)= lim F(y,z). 
*-,(y, z )€p/ a 

Or on va voir que la categorie tp/at s'obtient par le meme precede que U mais avec d'autres 
arguments pour Diag. Soit Z la categorie qui contient la reunion disjointe de y/y et z/y 
et qui, en plus des fleches de ces categories, a une fleche et une seule partant de chaque 
objet de y/y vers chaque objet de z/y. On a un morphisme de 1-precats de Segal 

y/y u {y} i u {z} z/y -> z 

et on peut verifier que ce morphisme est une equivalence faible. En particulier on a la 
cofibration 

y/yuz/y^z, 
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et A\y/ y U B\ z /z fournit un morphisme 

y/y U z/y -> nSeCAT'. 

Maintenant, par un argument analogue a celui donne plus haut pour U, Diag(Z,y /y U 
z/y,A\y/ y U B\ z / Z ) est egale a T(ip/a, F\ v / a ). Par definition des limites, on a 

lim F(y,z) = F((p/a,F\ v/a ). 

D'ou l'egalite 

^(F)(a) = Drn^Z, y/y U z/y, U B\ z/Z ). 

Par ailleurs, l'equivalence faible 

y/y u {y} i u {z} z/y -> z 

nous donne 

Z^(Z, y/y U z/y, U B\ z/Z ) 4 £>m<?(7, {0, 1}, U 



Ce dernier terme s'identifie a hom(A, B)(a) (de fagon compatible avec les morphismes 
de source hom(A, B)(a)). Ceci prouve que le morphisme 



hom(A,B)(a) -> y»,(F)(a) 

est une equivalence de n-categories de Segal, c'est-a-dire (i). 

Pour prouver (ii)', on va montrer l'enonce 
(ii)" le foncteur 

A i-> hom(A, B) 

transforme les cofibrations de la structure de type HBKQ, en fibrations. 
Avec ce resultat, pour A quelconque, on pourra choisir un remplacement HBKQ-cofibrant 
A' — > A, et hom(A',B) sera fibrant ce qui donne (ii)'. Pour montrer (ii)" il suffit de 
considerer une cellule elementaire, i.e. une cofibration de la forme 

h(X) xN ^ h(X) x N' 

ou N — > N' est une cofibration de n-precats de Segal, et ou h(X) est le foncteur represents 
par X a savoir h(X)(Y) = {X — > Y}. On doit montrer que 



hom(h(X) x N', B) -> hom(h(X) x TV, 5) 
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est une fibration de n-prechamps de Segal au-dessus de Arr{y). Autrement dit, on doit 
montrer que si U — > U' est une cofibration triviale de n-prechamps de Segal au-dessus de 
Arr(y), et si on a des morphismes 

U ^h^i(h(X) x N',B) 

et 

U' -> hmR(h(X) x X, B) 

qui donnent le meme morphisme U — ► hom(h(X) x N,B), alors ces morphismes se fac- 
torisent a travers un meme relevement: U' — > hom(h(X) x N',B). 

De fagon generate, un morphisme C/ — > hom(A, B) est la donnee, pour tout objet 
x — > y de Arr(y), d'un morphisme 

U(x^y) xA(x)-+B(y), 

telle que, pour tout morphisme (x — > y) — > (x' — > y') de Arr(^) (cf ci-dessus), les deux 
morphismes induits 

soient egaux. 

Notons U(X — >?) le n-prechamp de Segal image inverse de U par le morphisme 
(X/y)° — > Arr(^); c'est un n-prechamp de Segal sur (X/y)°. II ressort de la description 
du paragraphe precedent qu'un morphisme 

U -> 7wm(h(X) x X,5) 

n'est rien d'autre qu'un morphisme de n-prechamps de Segal sur (X/y)° 

U{X ->?) X iV->S| W y )o . 

Notre probleme devient done: etant donnes deux morphismes 

[/(X -►?) x N'^B\ W y)o 

et 

[/'(X ->?) xN^ B\ (x/y) o 

qui coincident sur [/(X — >?) x X, admettent-ils un relevement commun a £/'(X — ►?) x X'? 

Le fait que B soit fibrant sur y° implique que B\(x/y)° es t fibrant (grace a l'egalite 
(X/y)° = y°/X et au corollaire f4.2| ). Etant donnee une cofibration quelconque N —> N' 
et une cofibration triviale U — > Z7', le morphisme associe C/(X — ►?) — > £/'(X — >?) est aussi 
une cofibration triviale et on obtient une cofibration triviale 

U(X -►?) x X' u^*-^** £/'(X -►?) x X -> [/'(X -►?) x X, 

ce qui (du fait que est fibrant) donne la propriete de relevement voulue. □ 
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Analyse de F(A, B; C) sur U 



Dans la demonstration ci-dessus on a laisse de cote le probleme de montrer que F(A, B; C) 
est fibrant sur U, que nous traitons maintenant. Pour cela nous utilisons la notion de 
categories de Reedy pour laquelle nous ne donnerons (au §17) qu'une presentation tres 



breve: le lecteur devra done se reporter aux references (Reedy |pp| , Bousfield-Kan [15] 



p. 274, Dwyer-Kan [3*3|, Jardine-Goerss [ 4"6f , Dwyer-Hirschhorn-Kan | 3"0|| , Hirschhorn [55 
Chapter 16). On ne donne ci-dessous qu'un argument rapide et cette section s'adresse 
done plutot au lecteur intrepide qui connait deja ces references. 

La categorie IA est une categorie de Reedy pour le degre defini par 

deg(y ,---,y P ;z ,...,z q ) :=p + q; 

les morphismes "directs" sont les applications "faces" qui correspondent a des inclusions 
de suites, et les morphismes "inverses" sont les morphismes de degenerescence qui corre- 
spondent a des surjections dans A x A. La categorie oppose U° est une categorie de Reedy 
avec la meme fonction de degre: l'oppose d'un morphisme direct est inverse et vice-versa. 

En particulier, pour toute cmf M la categorie M u ° des prefaisceaux d'objets de 
M au-dessus de U, admet une structure de cmf qu'on appelle "structure de Reedy", 
voir []55J. La categorie de Reedy U (e'est essentiellement l'exemple 16.1.10 de a 
la propriete suivante, analogue d'une propriete de A (voir |59| Corollary 16.4.7): tout 
prefaisceau d'ensembles est cofibrant pour la structure de Reedy, et en fait toute injection 
de prefaisceaux d'ensembles sur U est une cofibration de Reedy (on laisse la demonstration 
au lecteur). II s'ensuit la meme propriete pour les W-diagrammes dans M si M est une cmf 
de prefaisceaux d'ensembles dont les cofibrations sont les injections. Tel est en particulier 
le cas pour M = nSePC. 

La categorie sous-jacente a la cmf de Reedy nSePC u est exactement nSePChiU); 
et les equivalences faibles (objet-par-objet) sont les memes. La propriete enoncee au 
paragraphe prececent dit que les cofibrations sont les memes; done (J83|) les fibrations 
sont les memes et en fait la structure de Reedy sur nSePC u s 'identifie a la structure de 
cmf de sur nSePCh(U). 

En particulier, pour verifier que F = F(A, B; C) est fibrant dans nSePChiU) il suflit 
de verifier que F est fibrant pour la structure de Reedy. Rappelons ce que cela veut 
dire (|59| Definition 16.3.2 (3)). Pour un objet (y, z) = (y , . . . ,y p ; zq, . . . , z q ) de U, on 



fabrique un (gigantesque) produit fibre dont les termes principaux (correspondant a des 

18 On pourrait aussi s'interesser a la cmf nPC des n-precats non de Segal, definie dans @. Dans ce 
cas, les cofibrations sont les morphismes qui sont injectifs sur les objets de 0™ de longueur non-maximalc; 
done notre remarque s'applique et tout morphisme de iY-diagrammes dans nPC qui est une cofibration 
objet-par-objet est une cofibration de Reedy. 
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sous-suites de (y, z) de longueur p + q — 1) sont les 

C p+q _ x/ {A{y ), . . . , My?), A{y p ), B{z ), B{z q )) 

et _ 

C p+q -i/(Myo), A{y p ), B{z ), B{ Zj ), B(z q )), 

qu'on multiplie entre eux au-dessus des produits fibres analogues pour les sous-suites de 
longueur p + q — 2 (plus precisement, l'objet en question s'exprime comme une limite sur 
la "categorie appariante" ("matching category") de (y,z) G U). Notons Match((y, z); C) 
cette (gigantesque) n-precat de Segal. On a un morphisme naturel 

C' p+g/ {A(y ), . . . , A(y p ), B(z ), . . . , B(z q )) - Match({y, z);C). 

Dire que l'objet qui nous interesse, a savoir 

(y, z) i ^ C' p+q/ {A{y ), A{y p ), B{z ), B{z q )), 

est fibrant pour la structure de Reedy, revient exactement a dire que le morphisme 
precedent est une fibration. 

Notons O l'ensemble des objets de C et AO la categorie des suites d'objets dans O, 
i.e. des (x , . . . ,Xk) avec Xi G O (c'est la categorie des simplexes de la categorie ayant O 
pour ensemble d'objets et un isomorphisme entre chaque paire d'objets). L'application 

v {C) : (a? , ■■■,x k )h^ C' k/ (x , ...,x k ) 

definit un n-prechamp de Segal au-dessus de AO et il est facile de voir que si C est fibrante, 
alors vo{C) est fibrant. D'autre part AO est aussi une categorie de Reedy et (comme pour 
U) la structure de Reedy coincide avec la structure de |D]sur nSePCh(AO). Done vo{C) 
est fibrant pour la structure de Reedy. L'objet Match((y, z);C) est essentiellement le 
meme que l'objet appariant pour uo(C) (du moins si p > et q > — si p = ou q = il 
y a une face manquante tandis que si p = q = tout est trivial), done le fait que vo(C) 
soit fibrant implique que le morphisme 

C' p+q/ (A(y ), . . . , A(y p ), B(z ) } . . . , B(z q )) - Match{{y, z); C) 

est fibrant. 

Rappelons que F est defini par le 
abregees) : 

F(y,z) 
i 



diagramme cartesien suivant (ou les notations sont 

- C' p+q/ (Ay,Bz) 

i 

C'^xC'jBz). 
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Pour montrer que F est fibrant il nous faut voir que le morphisme de n-prechamps de 
Segal au-dessus de U 

C' p+g/ (Ay,Bz)^C' p/ (Ay)xC' q/ (Bz) 
est une fibration de Reedy; pour cela il convient de remplacer l'objet appariant 

Match((y,z);C) 

ci-dessus, par l'objet appariant relatif ( "relative matching objet") ( ||59|| Definition 16.2.22) 
qu'on notera (a defaut d'une meilleure notation) 

Match{{y,z);C'{Ay,Bz) ^C'(Ay) x C\Bz)). 

On renvoie le lecteur a [^] Definition 16.2.22 pour la definition que nous n'ecrivons 
pas plus explicitement (ce serait trop long). On remarque seulement que l'application 
appariante relative 

C'(Ay, Bz) -> Match{{y, z); C'{Ay, Bz) -> C\Ay) x C'(Bz)) 

est identique a l'application 

C'{Ay, Bz) -> Match((y, z)\ C) 

pour p > et q > 0; tandis que pour p = ou q = 0, dans l'objet appariant relatif on 
retrouve exactement la face manquante ci-dessus et l'application 

C'(Ay, Bz) -> Match{{y, z); C'{Ay, Bz) -> C'{Ay) x C'(Bz)) 

est egale a l'application appariante en (Ay,Bz) pour v (C') sur AO. Dans tous les cas 
on obtient que l'application appariante relative pour C'(Ay, Bz) — > C'(Ay) x C'(Bz) est 
une fibration. Ceci prouve que ce morphisme est une fibration pour la structure de Reedy, 
done une fibration pour la structure |3j] sur nSePCh(U), et done que sa fibre F est un 
objet fibrant. 
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13. Le champ associe a un prechamp 



La construction du faisceau associe a un prefaisceau joue un role central dans la theorie 
des faisceaux. Le faisceau associe est defini par une propriete universelle. On commence 
par faire la meme chose pour le champ associe a un prechamp. II faut se rappeler, en lisant 
cette section, que l'analogue de la distinction faisceau/prefaisceau, est la distinction entre 
les n-champs de Segal pour la topologie Q, et les n-champs de Segal pour la topologie 
grossiere. Ces derniers sont simplement les prefaisceaux de n-categories de Segal (la seule 
des conditions du §9 qui entre en jeu pour la topologie grossiere est la condition que 
chaque fibre soit une n-categorie). 

Lemme 13.1 Soit A un n-prechamp de Segal et A —>■ A' un choix de champ associe. Si 
B est un n-prechamp de Segal Q-fibrant, alors le morphisme 

Hom W. B) -> Hom (A. B) 

est une equivalence. 

Preuve: Cela resulte de la proposition |11.1| pour la categorie de modeles interne 
nSePSh(X G , puisque A —> A' est une ^-equivalence faible (par definition). □ 

On rappelle que les objets de nSeCHAMP(X gro ) sont les n-champs de Segal fibrants 
pour la topologie grossiere, et que 

nSeCHAMP(X g ) C nSeCHAMP(X gro ) 

est la sous-categorie enrichie pleine des objets qui sont ^-fibrants, qui est (par |9~2| ) aussi 
la sous-categorie enrichie pleine des objets qui sont des champs. Dans ce contexte, si 
A G nSeCHAMP(X gm )o est un objet, un champ associe a A est un remplacement Q- 
fibrant A — > A' (on exige done que A' soit ^-fibrant, et non pas seulement un champ, car 
on veut que A' soit dans la sous-categorie ci-dessus). Autrement dit, un tel champ associe 
est un morphisme de A vers A' dans nSeCHAMP(X gvo ), i.e. un objet de la n-categorie de 
Segal nSeCHAMP(X gm )i/(A, A'). Dans ce cadre on a la propriete universelle suivante: 

Lemme 13.2 Soit u : A —>■ A' un champ associe au sens du paragraphe precedent. Pour 
tout B e nSeCHAMP(X s ), la composition avec u induit une equivalence 

nSeCHAMP(X G ) 1/ (A\B) 4 nSeCHAMP(X gm ) 1/ (A,B). 
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Preuve: Au vu des definitions des categories nPC-enrichies nSeCHAMP(. . .) et de 
l'egalite 

nSeCHAMP{X s ) x/ {A', B) = nSeCHAMP{X sco ) 1/ {A', B), 

c'est une simple transcription du lemme |13.1| . □ 

Considerons maintenant des families faibles de n-categories de Segal au-dessus de X°, 
qu'on voit comme morphismes X° — ► nSeCAT' ou comme objets de Hom (X°, nSeCAT'). 



Rappelons qu'on a l'equivalence du theoreme 12.1 



nSeCHAMP(X gm ) = Hom (X°, nSeCAT'). 

Si F : X° — > nSeCAT' on appellera champ associe a F tout couple (-F ch , /) oil F ch : 
X° — ► nSeCAT' est un champ i.e. satisfait la condition du deuxieme paragraphe de 
[I2li et oil / : F -> F ch est, dans la n + 1-cate gorie de Segal Hom(X°,nSeCAT'), un 
1-morphisme equivalent, via l'equivalence de |12.1| rappelee ci-dessus, a une ^-equivalence 
faible A — > A'. Dans ces conditions F est equivalent a A et F ch equivalent a A' (en tant 
qu'objets de Hom (X°, nSeCAT')). En outre A — >• A' est un "champ associe" au sens 
du paragraphe precedent. Ceci nous permet, a partir de |13.2j , de demontrer la propriete 
universelle du lemme suivant. 

Avant de l'enoncer, rappelons qu'un 1-morphisme / de Hom (X°, nSeCAT') est un 
morphisme 

I = T(*) -> Hom (X°,nSeCAT'), 
autrement dit, un morphisme 

/ :IxX° -> nSeCAT'. 

Sa source est la restriction /|{o}xA" et son but est la restriction /({lixA" - Si / est un 
morphisme de source F et but F ch et si G : X° nSeCAT' est une autre famille, on 
peut construire un morphisme "composition avec /" essentiellement bien defini 

-of : Hom (X°, n5eCAT')i/(F ch , G) -> Hom (X°, nSeCAT')i/(F, G). 

Pour en donner une definition precise, on note 

Hom (X°, nSeCAT') 2 /(F, F ch , G; /) 

la fibre de 

roi : Hom (X°, nSeCAT') 2 /(F, F ch , G) ^ Hom(X° ,nSeC AT'^/^F, F ch ) 
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au-dessus de /; cette fibre vient avec deux morphismes (le premier desquels est une 
equivalence) 

n 2 : Hom (X°, nSeCAT') 2/ (F, F ch , G; f) 4 Hom (X°, nSeCAT')^^, G) 

et 

r 02 : Hom (X°. nSeCAT') 2/ (F, F ch , G; f) -> Hom (X°, nSeCAT')y(F, G). 

On obtient le morphisme — o / en choisissant un inverse de r\ 2 a equivalence pres (ceci est 
possible car toutes les n-categories de Segal considerees sont fibrantes) et en le composant 
avec r 2- 

Lemme 13.3 Soit F e Hom (X°, nSeC AT') et soit (F ch ,f) un champ associe au sens 
precedemment defini. Alors pour tout champ G, i.e. objet de Hgm (X°, nSeC AT')p 
verifiant la propriete du deuxieme paragraphe de \12.\ , le morphisme "composition avec 
f" defini ci-dessus est une equivalence de n-categories de Segal 

-of: Hom (X°, nSeC 7LT')i/(F ch , G) 5 Hom (X°, nSeC AT') l/ {F, G). 

Preuve: Par definition, / est equivalent a un morphisme u : A — > A' dans la n + 1- 
categorie de Segal nSeCHAMP(X & °) qui est un champ associe pour la topologie Q, i.e. 
une ^-equivalence faible vers un objet ^-fibrant. On peut aussi supposer par |12.1| que G 
provient d'un objet de nSeCHAMP(X s ). Le morphisme "composition avec /" est alors 
equivalent via l'equivalence de |12.1| 

Hom (X°, nSeCAT') = nSeCHAMP(X gm ), 

au morphisme "composition avec u" (ce dernier etant bien defini car nSeCHAMP(X gro ) 
est une categorie enrichie sur nSeCat). Le lemme |13.2| permet de conclure. □ 

Si (F 011 ' 1 , f 1 ) et (F ch ' 2 , f 2 ) sont deux champs associes a F, soit 

Hom(X°, nSeCAT') 2 /{F, F** 1 ' 1 , F ch ' 2 ; f 1 , f 2 ) := (r 01 , r Q2 )-\f\ f 2 ) 

la fibre de 

(r i,r 02 ) : Hom(X ,nSeCAT>) 2/ (F } F ch >\F ch > 2 ) ^ 

Hom (X ,nSeCAT')^ / (F,F ch ' 1 ) x Hom (X°, nSeCAT% f (F, F ch ' 2 ) 

au-dessus de (f 1 , f 2 ). On voit grace au lemme |13.3| que cette fibre (r i, r 2)~ 1 (/ 1 , f 2 ) est 
contractile i.e. equivalente (en tant que n-categorie de Segal) a *. Pour cela il faut observer 
que le morphisme (r i,r 02 ) est une fibration de n-precats de Segal. On obtient done un 
morphisme essentiellement bien defini entre (F ch ' 1 , f 1 ) et (F ch ' 2 , f 2 ). On peut montrer la 
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meme chose dans l'autre sens (et aussi la meme chose pour les diagrammes de dimension 
deux entre F ch ' 1 , F ch ' 2 , F^ 1 ou F ch ' 2 , F ch,1 ; _F ch ' 2 ) ce qui montre que le morphisme qu'on 
a construit est une equivalence. Ceci donne l'unicite essentielle du "champ associe a F" . 
On veut maintenant recoller ces champs associes en un foncteur "faible" 

nSeCHAMP{X gro ) -> nSeCHAMP{X G ), 

autrement dit un foncteur vers le remplacement fibrant nSeCHAMP(X g )' . En fait, on 
va construire un diagramme 

Hom (X°, nSeCAT') «- C -> Hom (X°, nSeCAT'). 

ou le premier morphisme est une equivalence, et le deuxieme prend ses valeurs dans la 
sous-n+ 1-cat'egorie de Segal pleine des champs. Ceci donnera (par pL2. 1| et les arguments 
habituels) un vrai morphisme, essentiellement bien defini, vers le remplacement fibrant 
voulu. On va utiliser librement les notations Diag cf §12, et T k cf | j)5|j . 

On definit C de la fagon suivante. Les objets de C sont les objets de 
nSeCHAMP(X gro ), i.e. les n-prechamps de Segal fibrants pour la topologie grossiere. 
On choisit pour chaque objet F 6 Co un morphisme rjp : F — > F' vers un remplacement 
(/-fibrant. Ensuite si F , . . . , F p sont des objets, on definit (avec les notations du §12) 

C P /(F , . . . , F p ) := Diag(X° x J (fc) x I, X° x {0, . . . ,p} x J; 7] Fo U . . . U r] Fp ; nSeCAT'). 

C'est la n-categorie de Segal des diagrammes dans nSeCAT' qui ont la forme d'un rect- 
angle p x 1, se restreignant a {i} x /, pour tout i, en le morphisme r]F i : Fi — > F[ vu 
comme morphisme I — > nSeCAT'. 

En divisant — a cofibration triviale pres — le rectangle en coproduit de carres 1 x 1 et 
en utilisant le fait que nSeCAT' est fibrante, on obtient que l'application de Segal 

C P /(F , . . . , F p ) — ► Ci/(F , Fi) x ... x Ci/(F p _ 1 , F p ) 

est une equivalence; done C est une n + 1-categorie de Segal. Ensuite, en divisant un 
carre 1 x 1 en deux triangles, on voit qu'un morphisme 

E -> Diag(X° x / x /, X° x {0, 1} x J; r/ Fo U r] Fl ;nSeCAF) 

n'est rien d'autre qu'une paire de morphismes 

u : ;t° x T 2 (*, £■) -> nSeCAT', u : ^° x T 2 (E, *) -> nSeCAT', 

avec 

roi(«) = ^f , r 12 (v) = Vf 1 , r 02 (u) = r 02 (v). 
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Si on note par exemple Hom (X°, nSeCAT') 2 /(F , Fq, F{; r] Fo , — ) la fibre de 

r i : Hom (X°, nSeCAT') 2/ (F 0} F ', F[) -> Hom(X°, nSeCAT') 1/ {F , Fq) 

au-dessus de r] Fo , alors on obtient 

Diag(X° x I x I,X° x {0, 1} x I; r] Fo U 7] Fl ;nSeCAT') = 

Hom (X°, nSeCAT') 2 /(F , F , F[\ r) Fo , — ) x H om ( X o , n seCAT'), , {f ,f{ ) 

Hom(X ,nSeCAT') 2/ (Fo,F 1} F[; -, VFl ). 

La propriete universelle pour le morphisme i] Fo , et le fait que F[ soit £?-fibrant (i.e. un 
champ), impliquent que le morphisme 

u ^ r 02 (u) 

est une fibration triviale de n-precats de Segal, 

r 02 : Hom(X°,nSeCAT') 2/ (F ,F^F{; VFo , -) -> Hom(X° } nSeC AT') 1 /(F , F{). 
D' autre part, le fait que 

T(E) U {1} T(*) -> T 2 (£,*) 
soit une cofibration triviale implique que le morphisme 

Eom {X°, nSeCAT') 2/ (F , F u F[; -, rj Fl ) -»■ Hom(X°, nSeCAT')i/(F , F t ) 

est une equivalence. On obtient que le morphisme 

Ci/(F , Fi) = Dm#(;t x / x /, X° x {0, 1} x I; r? Fo U rj Fl ;nSeCAT') 

-> Hom(X°, nSeCAT')i/(F Q , Fx) 

est une equivalence. 

La restriction des diaerammes de x / sur x {0} fournit un morphisme 

C P/ (F , . . . , F p ) - Hom(X°, nSeCAT') p/ (F , ...,F P ), 

done un morphisme de n + 1-categories de Segal 

R :C^ Hom (X°,nSeCAT'). 

On a montre que ce morphisme est pleinement fidele; et il est essentiellement surjectif par 
construction grace a |12.1| . 
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D'autre part, la restriction des diagrammes de 1^ x / sur J( p ) x {1} fournit un mor- 
phisme 

C p/ {F , . . . , F p ) -> Ham{X°, nSeCAT') p/ {F , ...,F P ), 
d'ou un morphisme 

Ri : C -> Hom(X°, nSeCAT'). 
Ces deux morphismes forment le diagramme cherche: 

ffom f* , nSeCAT') ^ C ^ Fom fA" 3 . nSeCVLT'). 

Observons qu'on a F (F) = F et Ri(F) = F' . On dira que ce diagramme est le 
"foncteur champ associe", encore note ch et on ecrira aussi F' = ch(F). 

II reste maintenant a construire une transformation naturelle entre l'identite et le 
foncteur qu'on a construit ci-dessus. Ce doit etre un diagramme 

nSeCHAMP{X sro ) ^Cx/^ nSeCH AMP{X sro ). 

On prend T := i?o et on veut construire un morphisme Ti qui donne Rq sur C x {0} 
et Ri sur C x {1}. Pour cela, rappelons que les objets de C x I sont les couples (F, e) ou 
F est un objet de C et e est ou 1. On observe que 

(Cx/) p/ ((F ,e ),...,(F p ,e p )) 

est vide sauf si eo, • • • , e p ) est une suite non-decroissante, auquel cas, c'est tout simplement 
C p /(Fo, . . . , A toute suite non-decroissante €q, . . . ,e p on associe le morphisme 

i e : J (p) -> J (p) x / 

defini par i e (fc) := (k,6k)- 

L'image inverse par ce morphisme fournit done pour chaque suite e un morphisme 

i* : C P/ (F , ...,F p )^ Hom(X°, nSeC AT') p/ {F^\ F^). 

Ici F^ et F^ 1 ) designent respectivement F et F'. 

Pour e = (0, . . . , 0), on retrouve le morphisme de restriction qu'on a utilise pour definir 
Rq, tandis que pour e = (1, . . . , 1) on retrouve celui qu'on a utilise pour definir R 1 . Pour 
toute suite d'objets (F , e ), . . . , (F p , e p ) on definit a l'aide de i* le morphisme 

(C x I) P/ ((F , e ), . . . , (F p , e p )) ^ Hom(X°, nSeCAT') p/ (F (e °\ F^); 
ce qui permet de definir le morphisme cherche 

Ti : C x / -> Hom (X°, nSeCAT). 
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On peut verifier que Tx\{ F y XI est bien le morphisme F — > F' . Le diagramme (T ,Ti) 
constitue done bien une transformation naturelle 

1 -> ch 

entre un prechamp et son champ associe. 

Theoreme 13.4 Avec cette transformation naturelle, le foncteur "champ associe" ch est 
homotopiquement adjoint a I 'inclusion 

nSeCHAMP(X G ) C nSeCHAMP{X gro ). 
Preuve: Inequivalence necessaire est une consequence de la propriete universelle de ch(F), 



13.2 par exemple. □ 



Calcul des morphismes dans le champ associe 

On a la formule suivante: 

Lemme 13.5 Pour un n-prechamp de Segal F dont les valeurs sont des n-categories de 
Segal (n > 1), et pour x,y £ F(X), il y a une equivalence objet-par-objet au-dessus de 
X/X, 

(ch(F)) 1/ (x,y) = ch(F 1/ (x, 2/ )). 



Preuve: Notons que (ch(F))y(x,y) est un n — 1-champ de Segal par |10.2| . Puisque 
F — > ch(F) est une ^-equivalence faible, par definition (§3) 

F 1/ (x,y)^(ch(F)) 1/ (x,y) 

est une ^-equivalence faible. Alors par definition (§9) (ch.(F))y(x,y) est le n — 1-champ 
de Segal associe a Fy(x,y). □ 

Version elementaire 

II semble difficile d'obtenir le foncteur ch directement en utilisant la structure de categorie 
de modeles interne, car le foncteur "remplacement ^-fibrant" n'est pas strictement com- 
patible aux produits directs. On peut cependant remarquer que la theorie de la localisation 
de Dwyer-Kan donne immediatement 

L{nSePCh, W &ro ) -> L{nSePCh, W G ), 
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ou W gI ° C nSePCh est la sous-categorie des equivalences faibles pour la topologie 
grossiere, et W g C H^ gro est sa sous-categorie des ^-equivalences faibles. Le fait que W STO 
est contenu dans W g donne directement le morphisme ci-dessus. Maintenant le resultat 



du theoreme |11.11| montre que le morphisme precedent est equivalent a un morphisme 

nSeCHAMP(X^°) int ' 1 -> nSeCHAMP\X G ) int ^ 

(on a pris un remplacement fibrant note nSeCHAMP' a l'arrivee). Ce morphisme est 
la restriction de ch a l'interieur 1-groupique. Dans le cas n = i.e. des prefaiceaux 
simpliciaux, on a 



et 



QSeCHAMP{X^°) int '' = OSeCHAMP(X gI 



OSeCHAMPiX 5 )™ 1 ' 1 = OSeCHAMP{X G ) 



et on obtient ainsi (i.e. avec la localisee de Dwyer-Kan) une definition elementaire du 
foncteur ch. 
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14. Limites 



Dans cette section, on fait quelques rappels concernant les limites. Dans [95 



on 



definit les notions de limite et colimite dans une n-categorie. On peut donner les memes 



definitions mutatis mutandis dans une n-categorie de Segal. On renvoie le lecteur a |95| . 
3.1 et 3.2 pour ces definitions. En transcrivant les demonstrations de [95] dans le cadre 
des n-categories de Segal, on obtient: 

Theoreme 14.1 La n + 1-categorie de Segal nSeCAT' admet toutes les limites et colim- 
ites indexees par des (petites) n + 1-categories de Segal. 

Rappelons comment calculer concretement une limite (c'est la construction utilisee 
dans |95| 4.1). Si y est une n + 1-categorie munie d'un morphisme F : y — > nSeCAT', 
alors on a (|| 4.1.2) 



lim F 



Hom(y, nSeCAT') x /(* y , F). 



D'autre part, on dispose des notions de limite et colimite homotopique (holim et 
hocolim) pour les diagrammes (indexes par une petite 1-categorie) dans une cmf essen- 
tiellement arbitraire. Ces notions sont dues a Bousfield et Kan |15| , voir aussi Vogt ||115|| , 
Edwards et Hastings [|112|1 , Cordier et Porter ||109| , Hirschhorn [^9(1 , Dwyer-Hirschhorn- 



Kan [0 . 

Normalement nous utiliserons la notation holim pour les constructions de type Bous- 
field-Kan, et la notation lim pour les limites selon |95|. Heureusement, les deux notions 
coincident pour les limites de n-categories de Segal indexees par des 1-categories. C'est 
essentiellement une consequence de la proposition suivante. On laisse au lecteur le soin 



de faire la comparaison analogue avec le holim de [[)9[ pour la cmf nSePC. 



Proposition 14.2 Supposons que y est une categorie et F un n-prechamp de Segal au- 
dessus de y , qu'on peut aussi voir comme morphisme y° — > nSeCAT. Soit F — ► F' une 
equivalence faible ob jet-par- ob jet vers un n-prechamp de Segal fibrant pour la topologie 
grossiere. Alors on a des equivalences de n-categories de Segal 

r(y,F')^ 

lim F' = lim F. 



lei les limites sont celles definies suivant [ 95] 
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Preuve: On a l'egalite T(y, F') = T Hom (*y, F') car les deux membres representent le 
meme foncteur sur la categorie des n-precats de Segal. En particulier, on a 



T(y, F') = nSeCHAMP(y) 1/ (*, F'). 
D'autre part, d'apres ([@ 4.0.1 et 4.1.2), on a 

lim F' = Hom (y°. nSeCAT') 1/ (*y, F') 



Maintenant le fait que le foncteur $ du Theoreme |12.1| soit pleinement fidele (cf Propo- 
sition |12.2| ) signifie exactement que 

nSeCHAMP(y) 1/ (*, F') -> Hom (y°, nSeCAT') 1/ (* y , F') 

est une equivalence. Enfin l'equivalence entre les limites de F et F' resulte des proprietes 
d'invariance de la notion de limite H95| . □ 



On a une caracterisation similaire pour les colimites, qui utilise la structure de type 
HBKQ (§5). On l'enonce ci-dessous bien qu'on n'en ait pas besoin. Cette proposition 
peut aussi etre vue comme un enonce de compatibilite entre la definition de hocolim de 
Bousfield-Kan, et la construction de [p5]. 



Proposition 14.3 Soient y une categorie et F un n-prechamp de Segal au-dessus de 
y , vu aussi comme morphisme y° — > nSeCAT. Soit F' — > F une equivalence faible 
ob jet-par- ob jet avec F' cofibrant pour la structure de cmf de type HBKQ, pour la topologie 
grossiere. Alors on a des equivalences de n-categories de Segal 

colim nSe p C (F') A 

lim F' ^ lim F 

oil colim n sePc{F') est la colimite standard du foncteur y — ► nSePC de y vers la categorie 
des n-precats de Segal, tandis que les autres colimites sont les colimites definies suivant 

m 

□ 

Grace a la Proposition |14.2| on obtient une version de nos criteres qui utilise les limites 
de |)5| . Cette version de la definition des champs a ete suggeree dans p5j . 

Corollaire 14.4 Soit A un n-prechamp de Segal sur X dont les valeurs sont des n+1- 
categories de Segal, qui correspond a un morphisme X — > nSeCAT. Alors pour que A 
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soit un n- champ de Segal il faut et il suffit que: 

(a) pour tout X G X et tout x,y G A (X) le n — 1-prechamp de Segal Au(x,y) sur 
X/X soit un n — 1-champ de Segal (resp. Path x,y A soit un O-champ de Segal, dans le cas 
n = 0); et 

(b) pour tout X G X et tout crible B C X / X de la topologie, le morphisme 

A{X)^\jm o A\ B 

soit essentiellement surjectif. 

Ou encore, pour qu'un n-prechamp (non de Segal) A soit un n-champ il faut et il suffit 
que: 

(c) pour tout X & X et tout crible B C X/X de la topologie, le morphisme 

A(X) -> lim A\ B 

soit une equivalence de n- categories de Segal. 

Preuve: Au vu de la proposition |14.2| , la condition (b) est equivalente a celle de |10.2 



ou 



10.4| (les conditions (a) sont identiques). De meme la condition (c) est equivalente a celle 



de |10.11| (qui ne marche que pour les n-prechamps non de Segal d'apres la correction v3) . 
□ 

Demonstration de la deuxieme partie du theoreme \12.1\ : si on suppose connue l'essen- 
tielle surjectivite de $ pour la premiere partie de 12. lj (qui sera demontree en 18.5 ci- 
dessous), la deuxieme partie de |12.1| decoule maintenant de la condition (c) du corollaire 
ci-dessus. 
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15. Un peu plus sur la condition de descente 



On voudrait avoir une version un peu plus explicite des limites qui entrent dans la 
caracterisation 114.4. 



On suppose ici que le site X admet des produits fibres. 

On dira que le site X admet suffisamment de sommes disjointes compatibles aux pro- 
duits fibres s'il existe un ordinal (3 tel que les cribles correspondant aux families couvrantes 
de taille strictement plus petite que (3 engendrent la topologie (i.e. sont cofinaux parmi 
tous les cribles), et si les sommes disjointes a moins de f3 elements existent dans X et sont 
compatibles aux produits fibres (i.e. qu'on a la formule de distributivite pour le produit 
fibre de deux sommes disjointes au-dessus d'un objet de X). 

Par exemple si X est quasi-compact, on peut prendre (3 — uj et la condition est qu'il 
existe des sommes disjointes finies. Pour le site des espaces paracompacts on prendrait 
P = u + 1. 

Par ailleurs, on dira que les sommes disjointes sont couvrantes si pour toute famille U 
dont la somme disjointe X existe, la famille U est une famille couvrant X. 



Remarque 15.1 Dans les sites consider es ici, il suffit pour la condition (b) de \10.3j ou 



\14-4\ de prendre en compte les cribles engendres par les families couvrantes a moins de (3 
elements. 



En effet, ces cribles engendrent la topologie. 

Supposons maintenant que U = {U a — > X} est une famille couvrante X & X, ayant 
moins de f3 elements. On pose 

UU := U a U a . 

C'est un objet de X/X. Cependant, le crible engendre par cet objet est plus grand que le 
crible engendre par U et en fait les cribles engendres par les UU ne forment pas en general 
une famille cofinale. 

On a done besoin de la definition suivante. 

Definition 15.2 Soit A un n-prechamp de Segal sur X dont les valeurs A(U) sont fi- 
brantes. On dira que A est compatible aux sommes disjointes si pour toute famille 
U = {U a } telle que ILIA existe, le morphisme naturel 

A(UU)^l[A(U a ) 

a 

est une equivalence faible. 
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Dans notre cadre oil l'ordinal (3 est fixe on dira juste "compatible aux sommes dis- 
jointes" sans preciser qu'il s'agit seulement des sommes disjointes a moins de f3 elements. 

On note en particulier que la somme disjointe de la famille vide (i.e. la famille indexee 
par 0) est un objet initial i du site X (generalement l'objet vide i = si X est un 
site d'objets geometriques) , et la condition que A soit compatible aux sommes disjointes 
entrame A(t) = *. 

On peut comprendre la condition |15.2| a l'aide de la topologie suivante: on appelle 
topologie des composantes connexes la topologie engendree par les families U — > X verifiant 
X = 11U (cette condition a un sens sans qu'on suppose l'existence de toutes les sommes 
disjointes: elle signifie que X est une somme disjointe des elements de U). L'existence 
de produits fibres et la compatibilite de ceux-ci avec les sommes disjointes garantit qu'on 
definit bien ainsi une topologie. 

Remarque 15.3 Soit A un n-prechamp de Segal sur X dont les valeurs A(U) sont fi- 
brantes. Alors A est compatible aux sommes disjointes si et seulement si A est un champ 
pour la topologie des composantes connexes. 



En effet, la condition 15.2 est la meme que la condition (c) de 14.4 : la limite de A sur 



le crible engendre par U est equivalente a l\ a A(U a ) et, d'apres la remarque |15.1| , il suffit 
de considerer les cribles engendres par les families couvrantes. 

On va maintenant montrer que si A est compatible aux sommes disjointes, alors dans 



la condition (b) de |10.2| ou 14.4 , il suffit de considerer les cribles engendres par une famille 
couvrante avec 1 element. Plus precisement on montre: 

Lemme 15.4 Supposons que X admet suffisamment de sommes disjointes. Soit A un 
n-prechamp de Segal sur X fibrant ob jet-par- objet. Supposons que A est compatible aux 
sommes disjointes (\15.3j) et satisfait la condition (a) de 14-41 ainsi que la condition (b) 
pour les cribles engendres par les families couvrantes a 1 element. Alors A est un n-champ 
de Segal. 



Preuve: On peut supposer A fibrant pour la topologie grossiere. Par la remarque |15.3| , A 
est aussi fibrant pour la topologie des composantes connexes. Soit B un crible engendre 
par une famille couvrante U — > X. Soit B' le crible engendre par U.U; on a B C B' . Le 
morphisme 

*B — ► *B> 

est une cofibration triviale pour la topologie des composantes connexes. Done si / : * B — > 
A est un morphisme, il en existe une extension en /' : *& —>■ A. On dispose de la condition 
(b) de |14.4j pour £>', qui implique celle de |1U.2| , et il s'ensuit que ce morphisme /' s'etend en 
un morphisme *x/x A. On obtient ainsi la condition (b) pour tout crible B engendre 
par une famille couvrante, ce qui suffit (d'apres la remarque |15.1| ). □ 
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On suppose toujours que X admet des produits directs et suffisamment de sommes 
disjointes. On fixe dorenavant X e X et une famille couvrante U qui consiste en un 
element U — > X. On note B le crible engendre par U. On definit un foncteur 

p(U) : A° -f X 

par 

p{U){p) :=Ux ... x U p+1 fois. 



On va encore reecrire la condition (b) de 14.4 . On suppose que A est un n-prechamp 
de Segal, et on a p(U)*A qui est un n-prechamp de Segal sur A , i.e. une n-precat de 
Segal cosimpliciale ou encore un foncteur de A vers les n-precats de Segal. D'autre part, 
soit 

t : p{U) -> X 

la transformation naturelle de foncteurs A° — > X vers le foncteur constant a valeurs X, 
qui provient des projections Wx x ...XxW->I. Si on note c*A(X) la n-precat de Segal 
cosimpliciale constante (i.e. le foncteur constant de A dans les n-precats de Segal et de 
valeur A(X)) alors t induit un morphisme 

t* : c*A{X) -> p{U)*A 

de n-precats de Segal cosimpliciales. 

En particulier, t induit un morphisme 

t* : A(X) -> Mm p(Uy A. 



Ici la limite est celle suivant [95]. D'apres la construction de [95] rappelee au §14 ci-haut, 
on peut ecrire 

\imp(U)*A = Hom (A.nSeCAT') 1 ,(*.p(UyA). 
Ici nSeCAT' designe un remplacement fibrant de nSeCAT. 

Corollaire 15.5 Soit p{U)*A — > B une equivalence faible objet-par-objet vers un n- 
prechamp de Segal au-dessus de A° fibrant pour la topologie grossiere. Alors 
lira^A p(U)*A est equivalente a la n-precat de Segal T(A°,B) des sections globales du 
prefaisceau B. 

Preuve: C'est une consequence directe de la proposition |14.2| . □ 
Nous avons appris le lemme suivant dans le livre de Dwyer-Hirschhorn-Kan [30j, mais 



il est du a Bousfield-Kan ( [^5| Ch. XI §9). Nous en donnons une version un peu plus 
faible que ce qu'on trouve dans |T5| [BO]. On dira qu'un foncteur / : y — >• Z est fortement 
initial, si pour tout objet Z e Z, la categorie f/Z est filtrante (a titre de comparaison, 
dans loc cit. f est dit initial si les f/Z sont a nerf contractile). 
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Lemme 15.6 Si f : y — > Z est un foncteur de 1-categories qui est fortement initial, 
alors pour tout foncteur G : Z — > nSeCAT' le raorphisme naturel 

lim G ^ lim /*G 

est une equivalence de n-categories de Segal. 

Preuve: D'apres |18.5| P^ on peut supposer que G provient d'un n-prechamp de Segal fibrant 
pour la topologie grossiere de Z. 

Le remonte f*G est alors fibrant pour la topologie grossiere de y. En effet, il suffit de 
montrer que f\ preserve les cofibrations triviales. On a la formule 

fi{U){Z)= Hm U\ f/Z , 

et comme par hypothese f/Z est filtrante, cette colimite preserve les cofibrations et les 
cofibrations triviales. 

On prouve le lemme d'abord pour n = i.e. pour les O-categories de Segal ou ensembles 
simpliciaux. Dans ce cas, d'apres la Proposition FO , les limites en question sont egales 
a T(Z, G) et T(y,f*G) respectivement. Or celles-ci sont equivalentes aux holim z {G) et 



holimy(f*G) de Bousfield-Kan [15|. La propriete en question pour ces holim ( ||15|| Ch. 
XI theoreme 9.2) donne l'enonce. 

Pour n quelconque on peut dire exactement la meme chose en utilisant l'extension 
de Dwyer-Hirschhorn-Kan du holim de Bousfield-Kan, a une categorie de modeles plus 
generale en l'occurrence la categorie des n-precats de Segal. 

Une autre facon de completer l'argument pour n quelconque est de noter qu'on a 

T{Z,G) int '° = T{Z,G int '°) 

et de meme 

T(y, f*G) int '° = r(y, (f*G) mt '°); 

il s'ensuit que 

T (z,Gy nt '° -> r(yj*G) int >° 

est une equivalence. En particulier le foncteur en question est essentiellement surjectif. 
D'autre part pour x, y G T(Z, G) on a 

T(Z,G) 1/ (x,y)=T(Z,G 1/ (x,y)) 



19 I1 n'y a pas ici de circularite dans la mesure ou si on utilise ce lemme avant la demonstration de 18.5 
ce sera sur un G qui est deja strict. 
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ct Gi/(x,y) est un n — 1-prechamp fibrant sur Z (car la propriete de relevement pour 
Gi/(x,y) vis-a-vis d'une cofibration triviale E — > E', est impliquee par la meme pro- 
priety pour G vis-a-vis de la cofibration triviale T(E) — > T(E')); et de meme pour 
(f*G)i/(f*x, f*y). Par recurrence, on peut supposer connu le lemme pour les n — 1- 
precats de Segal, d'ou on obtient que 

T(Z, G lf (x, y)) - T(y, (fG^ifx, f*y)) 

est une equivalence, ce qui entraine que 

T(Z, G)i/(x, y) -> T(y, fG)i/(rx, f*y) 

est une equivalence et le foncteur en question est pleinement fidele. □ 

Remarque-Question: Bousfield-Kan et Dwyer-Hirschhorn-Kan donnent le meme enon- 
ce pour les colimites dans une categorie de modeles fermee M, avec seulement l'hypothese 
que / est initial i.e. les f/Z ont leur nerf contractile. Peut-on obtenir le meme enonce 
ici? Dans la preuve ci-dessus, nous avons utilise la condition "fortement initial" pour dire 
que f\ preserve les cofibrations et les cofibrations triviales. 

Corollaire 15.7 Supposons que X admet des produits fibres. Soit A un n-prechamp de 
Segal, et soit B C X / X le crible associe a une famille couvrante U — > X . Alors on a une 
equivalence naturelle 

lim A\ B ^ lim p(U)*A. 

Preuve: D'apres le lemme, il suffit de verifier que le morphisme 

p(U) :A^B° 

est initial. Pour Y G B°, la categorie p(U)/Y est egale a la categorie 

{(n,f): neA, / : Y - P n {U)}. 

Un morphisme / : Y — > P n {M) est la meme chose qu'un n+ 1-uplet de morphismes Y — > U 
au-dessus de X. Soit H := Hom(Y,U) l'ensemble des morphismes Y — > U au-dessus de 
X, et adoptons la notation P n (H) pour le produit de n + 1 copies de H (ce qui definit un 
ensemble simplicial P.{H) qui est le nerf de la categorie ayant H pour ensemble d'objets 
et un isomorphisme entre chaque paire d'objets). La categorie p(U)/Y est done egale a 

{(n,h): neA, h e P n (H)}, 

autrement dit e'est la categorie totale associee a l'ensemble simplicial P(H), qui est 
contractile car H est non-vide (la condition H ^ est equivalente a la condition Y e B, 
e'est la definition du crible B associe a U). Par le lemme, on obtient l'equivalence entre 
limites cherchee. □ 
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Proposition 15.8 Supposons que X admet des produits fibres, et suffisamment de 
sommes disjointes compatibles aux produits fibres. Soit A un n-prechamp de Segal tel 
que A(X) soit une n-categorie de Segal pour tout X G X. Alors A est un champ si et 
seulement si: 

(a) pour tout X G X et toute paire d'objets x,y G Aq(X), le n — 1-prechamp de Segal 
Ai/(x,y) est un n — 1-champ de Segal au-dessus de X/X; et 

(b) A est compatible aux sommes disjointes (definition \15.3j ), et pour tout X et toute 
famille couvrante U — > X a un element, le morphisme 

t* : A(X) -> \imp(U)*A 

defini ci-dessus, est essentiellement surjectif. 

La condition (b ) pent etre remplacee par la meme condition pour n'importe lequel des 

Si A est un n-prechamp (non de Segal) alors le fait que A soit un champ est aussi 
equivalent a la condition 

(c) A est compatible aux sommes disjointes ( definition \15.8j ), et pour tout X et toute 
famille couvrante U — > X a un element, le morphisme 

t* : A(X) -> \imp(U)*A 

est une equivalence de n-categories de Segal. 

Preuve: Combiner les Corollaires |14.4| et |15.7| . □ 



Si on remplace la condition (b) par la meme pour le prefaisceau simplicial A mt, °, alors 
la limite en question est la meme que la holim de Bousfield-Kan. On peut done reecrire: 

Corollaire 15.9 Supposons que X admet des produits fibres, et suffisamment de sommes 
disjointes compatibles aux produits fibres. Soit A un n-prechamp de Segal tel que A(X) 
soit une n-categorie de Segal pour tout X G X. Alors A est un champ si et seulement si: 

(a) pour tout X G X et toute paire d'objets x,y G A (X), le n — 1-prechamp de Segal 
Ay(x,y) est un n — 1-champ de Segal au-dessus de X/X; et 

(b) A est compatible aux sommes disjointes (definition \15.2J , et pour tout X et toute 
famille couvrante U — > X a un element, le morphisme 

t* : A int '°(X) -> holim^ A p(UyA int '° 

induit une surjection sur les 7r . 

Si A est un champ alors le morphisme de (b) est une equivalence faible. 
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□ 



Ce critere permet — par recurrence sur n — d'apprehender la condition pour etre un 
champ, en termes de prefaisceaux simpliciaux uniquement, et dans ce cadre la notion est 
deja bien connue. 
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16. La construction de Grothendieck 



On indique ici comment on peut construire une "n-categorie fibree" au-dessus d'une 
1-categorie Y, a partir d'un prefaisceau de n-categories au-dessus de Y°\ c'est l'analogue 
de la construction de SGAl 

II serait interessant d'avoir une definition de n-categorie fibree et une construction 
allant dans l'autre sens (pour obtenir l'analogue de toute la theorie de SGAl); mais nous 
ne traitons pas cette question ici. 

Soit Y une 1-categorie et A un n-prechamp de Segal au-dessus de Y° . (cette covariance 
est mieux adaptee pour certains aspects de la discussion qui suit). On considere A 
comme un foncteur covariant y — > nSePCf (i.e. chaque A(y) est suppose fibrant) et on 
va definir une n-precat de Segal munie d'un foncteur vers Y 

Ceci generalise la construction de Grothendieck (cf |99|] et [j3^| ) qui concerne le cas ou A 
est un prefaisceau de 1-categories. 

Les objets de J Y A sont les couples (y, a) avec y e Y et a G A{y). Pour une suite 
(yo, ao), • • • , (y p , a p ) et une suite de fleches ipi : yi-i — > yi de Y on construira la n — 1- 
categorie 

{J A)p/{{y , ao),---, {y P , flp); fi, ■ ■ ■ , <p P ) 
qui sera l'image inverse de 

(<Pi, ■■■,<Pp)t Y p(Vo, ■ ■ -,y P )- 

On fait cette construction par recurrence sur p; en supposant que c'est fait pour p — 1 on 
pose (*) 

{J A) p /((y , a ),-.., {y p , a p ); <pi,..., <p p ) := 
( / A) p _i/((y , o ), . . • , Op_i); yi, • • • , 

X ^(l/p)p-i/(*o(ao),..,^i(a P -l))^(l/p)p/(0o(ao), • • • , P (a P )) 

ou les 

</>i : -> A(y p ) 

20 En fait il y a un choix a faire quant a la direction des fleches, comme la distinction de SGA 1 entre 
"categorie fibree" et "categorie cofibree" et nous ne considerons qu'une des deux possibilites. L'autre s'en 
deduit par conjugaison avec l'operation "categorie opposee" . 
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sont les morphismes composes des res lfv ■ ■ ■ res Vi+1 . Ici par ailleurs, on a par construction 
un morphisme 



Y 



A) P /((y , a ),..., (y p , a p ); </?i, . . . , <p p ) -> A(y p ) p/ ((p (a ), (p p (a p )) 



et le premier morphisme dans le produit fibre (*) est ce morphisme pour p — 1, compose 
avec res Vp pour passer de A(y p -i) p _ 1/ a A(y p ) p ^y. 
Maintenant on pose 

(/ A ) P /((yo,a ), ■ ■ ■ , {y P ,a p )) := U (/ A) p/ ((y , a Q ), . . . , (y p , a p ); tpi, . . . , <p p ), 

ou le coproduit est pris sur tous les 

{<pi, ...,ip p )e Y p (y , . . . ,y p ). 

Ceci definit bien la n-precat de Segal J Y A avec une application tautologique vers Y . 
On verifie que J Y A est une n-categorie de Segal avec 

(/ A )i/{(Vo, Oo),(2/d = II ^%i)i/(^i( a o),ai)- 

<pv-yo-+yi 

Le fait que J Y A est une n-categorie de Segal utilise le fait que chaque A(y p ) est fibrant, 
et plus particulierement le fait qu'en consequence le deuxieme morphisme dans le produit 
fibre (*) est fibrant. 

Si A est un prefaisceau de 1-categories sur Y° (les A(y) sont dans ce cas fibrants) alors 
J A Y est la categorie dont les objets sont les couples (y, a) et les morphismes de (y, a) vers 
(z,b) sont les couples (/, r) ou / : y — > z dans Y et r : f(a) — ► b dans A(z). C'est la 
construction de Grothendieck [^TJ [^9| |32 . 



Une premiere utilisation de cette construction est la subdivision barycentrique, suivant 



le point de vue de Thomason [99]. Soit X un ensemble simplicial et posons 



B:= X. 

JA° 



C'est une categorie, qui est aussi la categorie des simplexes de X notee AX dans [59f |3(| . 
Son nerf vB s'explicite de la fagon suivante: les elements de vB p sont les 

{n, a, x) = (n , • • • , n p ; a x , . . . , a p ; x) 

ou Hi G A, Uj : rij_i — > Hi dans A, et x G X(n p ). On note 

g(n,a) : p -> n p 
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le morphisme qui a %' G p associe l'image 



g{n,a)(i') := a p ■ ■ ■ <r i+ i(n-) 

ou n\ e rti est le dernier element (on utilise ici le "prime" pour distinguer entre les 
elements des ensembles ordonnes, et les ensembles qui sont eux-memes objets de A). On 
a un morphisme d'ensembles simpliciaux 

ip : vB -> X 

defini par 

ip(n, cr, x) := g(n, o)*{x) G X(p). 

D' autre part, soit A r la sous-categorie de A ou les morphismes sont seulement ceux qui 
envoient le dernier element sur le dernier element. On pose 

D := J ^|(A r )° C B. 

Les elements de vD p sont les (n, a, x) tels que cr^n^) = n-. En particulier, le morphisme 
g(n, a) se factorise a travers la projection p — ► via l'inclusion — > n p correspondant au 
dernier element n' p . On a la factorisation 

uD -> X -> X. 

Par consequent le morphisme t/> s'etend directement en un morphisme 

Lip : lSeL(B,D) -> X 

car tout morphisme J — > D s'envoie dans X sur un objet {x}, et s'etend done automa- 
tiquement en J — > {x}. 

Le lemme suivant doit en realite etre du a Thomason [^9 (en tout cas, il montre que 



le morphisme sur les completes groupiques, est une equivalence). 

Lemme 16.1 Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme Lip : lSeL(B, D) — > X 
ci-dessus est une equivalence faible de 1-precats de Segal. 

Preuve: La formation de B, D, lSeL(B, D) et des morphismes ip et Lip est compatible 
aux colimites. Comme tout ensemble simplicial est colimite d'ensembles simpliciaux de 
la forme h(m) (le prefaisceau represents par m, i.e. le m-simplexe standard), il suffit de 
prouver le lemme pour X = h(m). Dans ce cas B = A/m et D est la sous-categorie 
des objets de A r au-dessus (par rapport a A) de m, notee i/ra ou i : A r — ► A est 
l'inclusion. Soit 1^ la categorie avec pour objets 0", . . . , m" et un morphisme i" — > j 
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pour i < j. On a une equivalence faible de 1-precats de Segal h(m) — > I^ m \ On a un 
foncteur a : J'-" 1 -' — > B qui a i" associe l'objet i — > m ou ce morphisme envoie j' G z sur 
j' G m (ici encore, on note avec un "prime" les elements des p G A). D'autre part on a 
un foncteur b : £> — > 7( m ) qui a un objet p — > m de B, associe i" G 7^ ou (pour le meme 
i) le dernier element dans l'image de p — > m est i' . On note que b se factorise a travers le 
morphisme de 1-precats de Segal B — > /z(m) via l'inclusion /i(m) — > /( m ). Aussi, 6 envoie 
les morphismes de D sur les identites de I^ m \ Pour prouver le lemme, il suffit done de 
prouver que b induit une equivalence entre lSeL(B, D) et I^ m \ Or, d'apres la proposition 
pT7| , il suffit de prouver que b induit une equivalence entre L(B,D) et I^ m \ Pour ceci, 
on applique le Corollaire 3.6 de sous la forme du lemme |0] ci-dessus: on a que ba 
est l'identite de I^ m \ et il y a une transformation naturelle r) : 1 — > ab dont la valeur sur 
p — » m (objet de A/m) est le morphisme p i m ou i' est le dernier element dans 
l'image de p — > m et i — > m est a(i"), l'injection qui envoie j' sur j' pour j' G i. On note 
que les rj p ^ m sont des morphismes dans D, done cette transformation naturelle induit une 
deformation-retraction de L(B,D) sur I^ m \ □ 

Lorsqu'il sera question d'appliquer cette construction a plusieurs ensembles simpliciaux 
X, on notera (3{X) := B et S(X) := D C fi(X). Le lemme dit qu'on a une equivalence 
faible 

lSeL(/3(X),5(X)) ^X. 

On donne maintenant une variante qui peut etre utile. Cette variante entre dans le 
cadre plus general de la theorie des "categories-test" envisagee par Grothendieck dans |49| . 



Ici on utilise un exemple qui provient des travaux de Tho mason |)9| [101]; le deuxieme 



auteur remercie G. Maltsiniotis et A. Bruguieres de lui avoir explique cette idee. 

Pour p G A soit poset(p) l'ensemble partiellement ordonne des hyperfaces dans le p- 
simplexe standard (incluant le p-simplexe lui-meme). On considere poset(p) comme une 
categoric Pour ce qu'on en fera, la direction des fleches n'est pas importante; on peut 
fixer un choix en disant que le p-simplexe est l'objet initial de poset(p). On obtient un 
foncteur 

poset : A — > Cat. 

On definit aussi la sous-categorie Dposet(p) C poset (p) constituee des hyper-faces con- 
tenant le premier sommet. On a d'autre part le foncteur p i— > 1^ ou 7^ est la categorie 
avec p + 1 objets 0', . . . , p' et un morphisme %' — > j' pour i < j. On notera std : A — ► Cat 
ce foncteur. Le foncteur 

poset (p) — > std(p) = 7^ 

qui envoie un hyper-face du p-simplexe sur son premier sommet considere comme objet 
de l( p \ donne une transformation naturelle 

poset — ► std. 
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de foncteurs A — > Cat. Cette transformation naturelle envoie la sous-categorie Dposet 
sur les identites dans std et le morphisme de 1-precats de Segal 

lSeL(posetO), Dposet (p)) -> std(p) = J (p) 

est une equivalence faible. 

Si X est un ensemble simplicial alors X peut etre vu comme le coproduit de ses 
simplexes, et on peut ecrire 

X = II II uliv) / ~ 

Si on effectue le meme coproduit, mais avec les z/poset(p) (resp. z/Dposet(p)) comme 
facteurs, on obtient un ensemble simplicial 

^P-tpQ . = JJ JJ poset (p)/ „ 

P x£X p 



(resp. 



et le morphisme 



SP oset {x) := mj D poset(p)/~) 
lSeL{f3 poset {X),5 posct {X)) -> X 



est une equivalence faible de 1-precats de Segal. Par contre, on peut remarquer que 
f3 poset (X) est le nerf de la categorie sous-jacente a un ensemble partiellement ordonne, et 
S poset (X) une sous-categorie. Ceci donne la variante suivante du lemme |16.1| . 

Lemme 16.2 Pour tout ensemble simplicial X, il y a une categorie j3 poset (X) sous- 
jacente a un ensemble partiellement ordonne, avec une sous-categorie S poset (X) et une 
equivalence faible de 1-precats de Segal 

lSeL((3 poset (X),5 posct (X)) 5 X. 

□ 

On appliquera cela au nerf X d'une 1-categorie Y. Dans ce cas le morphisme 

f]P° set (X) -> Y 

est un morphisme de categories et le lemme implique que le morphisme 

L(/? poset (X),(5 poset (X)) ^ Y 
est une equivalence de categories simpliciales. 
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Sections de l'integrale 



Si F — > Y est un morphisme (suppose fibrant) d'une n-categorie de Segal vers une 
1-categorie Y, on note Sect(Y, F) la n-categorie de Segal des sections. Si F est une 1- 
categorie alors Sect(Y, F) est une 1-categorie. Les objets sont les sections a : Y — > F et 
les morphismes entre sections sont les transformations naturelles qui se projettent sur la 
transformation naturelle identite du foncteur identite de Y. 

Si A est un n-prechamp de Segal au-dessus de Y on dispose done de la n-precat de 
Segal 

Sectiy, J A). 

Celle-ci pourrait ne pas avoir les proprietes escomptees. On commence done par choisir 
un remplacement fibrant (au-dessus de Y), de la forme 



A^ [' A—*Y 

Y JY 



oil la premiere fleche est une equivalence et la deuxieme est une fibration; et on considere 
plutot Sect(Y, fy A) qui est une n-categorie de Segal fibrante. 

Lemme 16.3 Avec les notations precedentes, pour tout y G Y , soit A'(y) la fibre de J Y A 
(i.e. le produit fibre de ce dernier avec * = {y} au-dessus de Y ). Alors le morphisme 



^ ' JY ' JY 

induit une equivalence g(y) : A(y) ^ A'{y). 

Preuve: Le fait que g est (par hypothese) une equivalence implique directement que le 
morphisme g(y) : A(y) — > A'(y) est pleinement fidele. On montre que g(y) est essen- 
tiellement surjectif. Si (y, a) e A'(y) alors il y a une equivalence dans J Y A entre (y, a) 
et un objet (z,b) e A(z) pour un autre z G Y. Cet equivalence qu'on notera I — >• J Y A 
s'etend en r\ : I — > J Y A qui se projette done vers un morphisme ip : I Y qui corre- 
spond a un isomorphisme entre y et z. Maintenant on peut relever ceci en un morphisme 
"horizontal" (voir les descriptifs dans 16.5| et 16.6 ci-dessous) h : I —* j Y A. Soit main- 



-(2) 

tenant I la categorie avec pour objets 0, 1, 2 et un isomorphisme entre chaque paire 

01 12 02 

d'objets, contenant des sous-categories equivalentes a I qu'on notera 1,1,1. Toutes 
ces categories sont contractiles i.e. equivalentes a *. On a d'autre part une projection 

Po,i2 : 1 (2) - I 
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qui envoie sur et 1, 2 sur 1. Avec ceci on obtient un morphisme 

^° P0il2 :7 (2) ->r, 

avec relevement partiel sur la reunion J 01 U I° 2 en un morphisme 



U^^fu/ 02 -, J' y A. 



Ce dernier envoie sur (z,b), envoie J 01 via i], et envoie J° 2 via h. Comme l'inclusion 

7 01 u7 02 c7 (2) 

est une equivalence (done une cofibration triviale), il y a un relevement et extension en 
un morphisme 

H :1 {2) ^ J' y A. 

La restriction if 12 de H a i reste au-dessus de la sous-categorie {y} C Y (contenant 
l'objet y et l'identite comme seul morphisme), done on peut ecrire 

ii 12 : 7 12 - A\y). 

Aussi H 12 envoie le sommet 1 sur r/(l) = (y, a), et envoie le sommet 2 sur un objet de A(y). 
On obtient done que (y, a) est equivalent a un objet de A(y) ce qui prouve l'essentielle 
surjectivite de g(y). □ 

Corollaire 16.4 La formation de Jy A commute au changement de base: si f : Z — > Y 
alors (Jy A) Xy Z est un choix possible pour j' z (A\z)- 

Preuve: Le morphisme (J Y A) x Y Z — > Z est fibrant, et il ne reste qu'a prouver que 

/ (A\ Z ) - ( /' A) Xy Z 

Jz Jy 

est une equivalence. Au vu du lemme, ce morphisme est essentiellement surjectif. Si 
if : u — > v est une fleche de Z (qui donne une fleche ftp : fu — > /f de F), alors, pour 
a G et b E A(fv), 

A\ z )i/((u,a),(v,b);<p) = A(fv)y(res fv (a),b) 

= (^A) 1/ ((/ W ,a),(/^,fc);/^) 

= ((J y A)x y Z) lf (((fu, a),u), ((fv, b),v); <p) 

^ ((Jy A) x Y Z) l/ {((fu,a),u),((fv,b),v)-v). 
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La derniere equivalence provient du fait que J Y A — > J Y A est une equivalence. Ceci 
montre que le morphisme 

/ (A\ z ) - ( /' A) x y Z 
est pleinement fidele. □ 

On retourne maintenant a la consideration des sections de J Y A. Un objet de 
Sect(Y, J Y A) est un morphisme a : Y — > J Y A. Pour tout morphisme / : y — > z dans Y 
on obtient un morphisme o~ r (f) '■ resf(a(y)) — > er(z), bien defini a homotopie pres comme 
morphisme de On dira que a est une eg-section si les u r (f) dermis ci-dessus sont 

des equivalences. On note Sect eq (Y, J Y A) la sous-n-precat pleine de Sect(Y, J Y A) dont 
les objets sont les eg-sections. 

Si A est un prefaisceau de 1-categories, la section a est determined par les morphismes 
cr r (f) (qui sont bien dermis dans ce cas). 

Avant de traiter le cas general des sections au-dessus d'une categorie Y, on traite 
le cas (en quelque sorte irreductible) de la categorie Y = I avec deux objets 0, 1 et un 
morphisme — > 1. 

Lemme 16.5 Soit A un n-prechamp de Segal au-dessus de 1° dont les valeurs A(0) et 
A(l) sont fibrantes. Soit Jj A le remplacement fibrant pour j T A au-dessus de Y et notons 
A'(0) la fibre de ce dernier au-dessus de G J. Alors le morphisme d 'evaluation 

ev(0) : Sect^I, J' ' A) A'(0) 

est une equivalence. 

Preuve: On rappelle d'abord qu'un n-prechamp de Segal A au-dessus de 1° consiste en un 
triplet (A(0),A(l),r : A(0) -> A(l)). Soit a G A(0) , et soit r(a) son image dans A(l). 
On va construire une section "horizontale" o : I — > f x A qui envoie sur a et 1 sur r(a). 
Un simplexe dans le nerf vl est de la forme (0, . . . , 0, 1, . . . 1) (disons, avec p fois et q 
fois 1). Rappelons que 

A{0) p+q/ {{0, a), . . . , (0, a), (1, r(a)), . . . , (1, r(a))) 

= A(0) p/ (a, . . . , a) x i i(i) 1 , / (r(a),...,r(a)) A(l) p+g/ (r(a), . . . , r(a)). 

On specifie a en disant que <r(0, . . . , 0, 1, . . . , 1) est la paire des deux simplexes degeneres 
dans ce produit fibre. Noter que a est une eg-section. 

Cette construction montre que tout objet de A'(0) qui provient d'un objet de A(0), 



est dans l'image essentielle du morphisme ev(0). Au vu du lemme |16.3| , ceci montre que 
ev(0) est essentiellement surjectif. 
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II reste maintenant a montrer que ev(0) est pleinement fidele. L'argument ci-dessus 
donne en fait un morphisme A(0) — > Sect cq (I , \[ A) qui scinde ev(0). On dira qu'un 
morphisme provenant de ce scindage est "horizontal". Tout morphisme / : (0,u) — > (l,u) 
dans /ji (i.e. objet / G (fjA)y((0,u),(l,v))o) s'ecrit a equivalence pres comme le 
"compose" gh (ce compose etant defini a equivalence pres) ou h est horizontal et g un 
morphisme de A'(l). Si a : I — > /jA alors l'image a(</?) est bien definie comme morphisme 
/ G (/;i)i/((0,u), (l,f)) . D'apres la definition de eg-section, a est une eg-section si et 
seulement si f = gh avec g une equivalence dans A'(l). II s'ensuit (nous laissons au lecteur 
le soin de detailler ce point) que toute eg-section est equivalente (dans Sect (I, Jj A)) a 
une section horizontale. 

Pour montrer que ev(0) est pleinement fidele on peut alors considerer deux sections 
horizontales a, 6 : I — > J T A, et on voudrait montrer que le morphisme 



Sect c *(I, jf A) v (a, 6) - A'(l) 1/ (a(l), 6(1)) 



est une equivalence. 

On a l'egalite suivante (formule par foncteur representable de n — 1-precats de Segal) 

Sect cq (I, jf' A) 1/ (a,b) = (e i-> Hom a ' b/I (I x T(E), £ A?) 

ou Hom a,b l I est l'ensemble des morphismes qui se restreignent en a et 6 sur 7 x {0} 
et 7 x {1} et qui se projettent vers la deuxieme projection 7 x T(E') — > 7. Le mor- 
phisme d'evaluation correspond a la restriction de morphismes 7 x T(E) — > J T A sur des 
morphismes {0} x T(E) — > A'(0). On voudrait montrer que cette restriction est une 
equivalence. Divisons le carre 7 x T(E) en deux triangles notes T 2 (E, *) et T 2 (*,E) 
recolles le long de la diagonale T(E). Le foncteur (en E) des morphismes sur le premier 
triangle T 2 (E, *) — * J' T A est equivalent, par restriction a l'arete 01, a A'(0) 1 /(a(0), 6(0)). 
II suffit done de voir que l'application de restriction entre le foncteur en E des morphismes 
avec source le carre, vers le foncteur en E des morphismes avec source le premier triangle, 
est une equivalence. Maintenant cette question ne concerne que le deuxieme triangle: il 
suffit de voir que le morphisme (de restriction sur l'arete 02) 



r 02 : (E ^ Hom aMl)/I (T 2 (*,E),J^A) 
' E i — Hom a{0)Ml)/I (T(E), jf A) 



est une equivalence de n— 1-precats de Segal. Ici Hom a ' b( - 1 ^ 1 est l'ensemble des morphismes 
qui donnent a sur T(*) (arete 01), qui donnent 6(1) sur le sommet 2, et qui sont compatibles 
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avec la projection vers J; et Hom a ^' b ^ 1 ^ 1 est l'ensemble des morphismes qui donnent a(0) 
sur le premier sommet et 6(1) sur le deuxieme sommet (qu'on note ici 2, et qui sont 
compatibles avec la projection vers I. Mais le l'arrivee du morphisme r 02 est juste ce 
qu'on a note 

(/^) V ((0X0)), (1,6(1));^) 

ci-dessus, ou (p : — * 1 est le morphisme de I. Et a cause de l'equivalence faible T 2 (*, E) = 
T(*) T(E), le depart du morphisme r 02 ci-dessus est equivalent via r 12 a 

(E ~ Hom a ^(T(E),^A)) = A'(l) 1/ (a(l), 6(1)). 

Rappelons qu'on a suppose que a correspond a un morphisme horizontal I — > J r A, i.e. 
a(l) = ra(0) pour r le morphisme structurel de A. On dispose done du meme morphisme 
que r 02 , qu'on appellera f 02 , qu'on aurait pu fabriquer avec Jj A au lieu de Jj A, ce qui est 
(via les memes identifications que ci-dessus mais pour J T A) le morphisme de composition 
avec a(<f) : a(0) — > a(l) 

A(l) 1/ (a(l),6(l))^(|^) 1/ ((0,a(0)), (1,6(1));^). 

Mais ce morphisme est par construction un isomorphisme. Le fait que J T A — > J' T A est 
une equivalence de categories implique que dans le diagramme 

-02 

A(l) v (a(l),6(l)) ^ source(f 02 ) U (J, A) v ((0, a(0)), (1, 6(1)); <p) 

■J, J, J, 

02 

A'(l) V (a(l),6(l)) A source(r 02 ) (Jj A) v ((0, a(0)), (1, 6(1)); ^) 

les fleches verticales sont des equivalences. Le fait que le morphisme en haut a droite soit 
un isomorphisme (par construction — et e'est ici l'endroit essentiel ou on utilise le fait que 
a soit horizontale) implique que r 02 est une equivalence. Ceci termine la demonstration. 
□ 

Proposition 16.6 Soit A un n-prechamp de Segal sur Y°. Alors il y a un morphisme 
naturel de n-precats de Segal 

Y(Y°,A) -> Sect(Y,J^A), 
et si A est fibrant alors le morphisme compose 

r(Y°,A) -> Sect(Y,f A) 
est pleinement fidele avec pour image essentielle Sect eq (Y, fy A). 
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Preuve: D'abord on definit le morphisme. Au niveau des objets, c'est facile: une section 
a de A au-dessus de Y° donne directement un morphisme Y — > J Y A qui envoie y sur 
(y, cr(y)). Le simplexe (y , . . . , y p \ <fi, . . . , <p p ) va sur l'element de 

( / A ) P /((yo, o-(yo)), • • • , (y P , o(y P ))\ <pi,...,<p p ) 

dont les deuxiemes projections dans les produits fibres (*) (par la recurrence il y en a une 
pour chaque < p < p) sont les simplexes degeneres dans A q /(a(y q ), . . . , a(y q )). 

Pour specifier le morphisme plus precisement, on utilise la definition de T(Y°,A) par 
propriete universelle: pour une n-precat de Segal E, un morphisme E — > T(Y°,A) est la 
meme chose qu'un morphisme E_ — > A ou E_ est le n-prechamp de Segal constant sur Y° 
a valeurs E. On a (avec la meme definition que ci-dessus meme si E n'est pas fibrant) 

J y E = Y x E. 

Par fonctorialite de la construction J Y , un morphisme E_—+ A fournit un morphisme 

Y x E = J^E^j^A 

dont la composition avec la projection sur Y est la premiere projection Y x E — > Y. Ceci 
donne, par definition de Sect(Y, — ), un morphisme 

E -> Sect(Y,j^A) 

et on a defini le morphisme r(F°, A) — > Sect(Y, J Y A). 

Pour montrer l'equivalence, on voudrait decomposer Y en cellules et traiter chaque 
cellule individuellement. La premiere partie de l'argument consiste done a reduire la 
proposition au cas Y = Dans la deuxieme partie de l'argument, on traitera ce cas 
particulier (et pour ceci on reduit encore facilement au cas Y — I). Pour la reduction 
de la premiere partie, on a besoin de la subdivision barycentrique definie ci-dessus. Cet 
argument sera en quelque sorte un precurseur de l'utilisation qu'on fera des categories de 
Reedy au §18 ci-dessous; mais pour le moment nous n'avons pas besoin de ce formalisme. 

Pour une categorie Y on notera (avec un leger abus de notation) 

P(Y) := (3(isY) % Y 

la subdivision barycentrique du nerf de Y, avec foncteur if) vers Y. (Aussi on rappelle 
que, par definition, il y a un foncteur structurel /3(Y) — > A°.) Un objet de la categorie 
(3{Y) est une suite (yo, ■ ■ ■ ,y p ', fi, ■ ■ ■ , f p ) composable de fleches fa : yi-i — > yi de Y. Un 
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morphisme de /3(Y) se deduit d'un morphisme de A°, i.e. d'un morphisme q — > p mais 
allant dans l'autre sens. Si u : q — > p est definie par la suite m ; • • • , u q £ {0, • • • ,p} alors 
les morphismes correspondants sont de la forme 

(yo, ■ ■ ■ , y v \ h, ■ ■ ■ , f P ) -> (y uo > ■■■,yu q ;gi,---,g q ) 

ou gi — f Ui - ■ ■ fui-!+i (si M i — alors ^ est l'identite). Le foncteur vers Y est 

(yo,---,y P ;fi,---,f P ) ^yo- 

On note qu'en fait on utilisera souvent l'oppose f3(Y)° et que les morphismes dans /3(Y)°, 
qui vont dans l'autre sens que ci-dessus, peuvent etre consideres comme des "inclusions 
(ou degenerescences) de suites" . 

On dira qu'une suite (yo, . . . , y p ; fi, . . . , f p ) (qui correspond a un objet de f3(Y)) est 
non-degeneree si fi ^ l Xi -i pour tout i. A toute suite degeneree, on associe la suite non- 
degeneree obtenue en enlevant toutes les identites. Soit f3 m (Y) C f3{Y) la sous-categorie 
pleine constituee par les objets dont la suite non-degeneree correspondante est de longueur 
< m. D'autre part, pour chaque suite non-degeneree (p; y, f) = (y , . . . , y p ; f\, . . . , f p ), on 
considere le morphisme 

rj(p;yJ):I^^Y 

oil est la categorie avec p + 1 objets 0', . . . ,p' et un morphisme %' — > f pour tout 
couple i < j. Le morphisme r](p; y, f) envoie %' sur yi et la fleche (i — 1)' — > i' sur fi. Ce 
morphisme induit 

/3(/(p))-/3(Y), etVm, /3 m (/^) ^ /3 ro (y). 

On note l'egalite 

P p (lW)=P(lW). 

On a la formule 

(3 m+1 (Y)=PUY)^^ Mlim+1)) II /3(/ (m+1) ). 

(m+l;j/,/) 

Le coproduit est pris sur toutes les suites non-degenerees de longueur m + 1, notees 
(m + l;y,/). 

Cette formule est vraie aussi bien avec le coproduit de categories qu'avec le coproduit 
de leurs nerfs (on pourrait ecrire la deuxieme version: 

v(3m + i{Y) = v(3 m {Y) uU( m+1 „/)^^ (m+1) ) U ^(/("H-D). 

(m+l;j/,/) 
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pour etre plus precis). Pour voir ceci on note (en ecrivant explicitement ce qu'est un p- 
simplexe du nerf de (3(Y) = f3(vY), comme l'a fait ci-dessus pour /3(X)) qu'un p-simplexe 
dans le nerf de f3 m+ \(Y) est ou bien dans uf3 m (Y) p , ou bien dans Fun des uf3(I^ m+1 ^). 

D'apres cette deuxieme interpretation, la formule decompose (3 m+ \{Y) en un coproduit 
en tant que 1-categorie de Segal. Les sous-categories 5 s'y integrent de fagon compatible 
(en ce sens qu'on a la meme decomposition pour v6 m +i(Y)), et on a 

lSeL(f3 m+1 (Y),5 m+1 (Y)) = lSeL(j3 m {Y),6 m (Y)) 

uU( m+1;9 ,/) lSeL(f3 m (I^) M I<.^)) lSeL(P(l( m +% 5(1^)). 

(m+l;y,f) 

Si U — ► Y est un morphisme fibrant de n-precats de Segal, alors if) induit une 
equivalence 

ip* : Sect(Y,U) -> Sect{lSeL{f3{Y),5(Y)),if)*{U)). 

Ceci est du au fait que if) induit une equivalence faible entre lSeL(B, D) et Y (ce principe 
est le sujet de Si A est un n-prechamp de Segal sur Y on obtient l'equivalence 

if)* : Sect(Y, f A) ^ Sect 5 ^- ec >(f3(Y), f if)*(A)). 

JY J/3(Y) 

Ici Sect s W- eq (f3(Y), fp {Y) if;*(A)) est la sous-n-categorie de Segal pleine des sections qui, 
restreintes a S(Y), sont des eg-sections. Pour voir ceci il faudrait utiliser le theoreme 2.5.1 
de |5|. 

Une section sur Y est une eg-section si et seulement si sa restriction sur f3{Y) est une 
eg-section. Done ip induit une equivalence 

if)* : Sect eq (Y, f A) 5 Sect eq (f3(Y), [' ip*(A)). 

D'autre part if) induit un isomorphisme 

if)* : T{Y°,A) 4 T{(3{Y)°,if)*A). 

Ceci car les morphismes de S(Y) agissent comme l'identite dans le prefaisceau if)* (A), et 
done toute section de if>*(A) sur f3(Y)° est forcement constante sur 5(Y)°. Les sections de 
if>* (A) descendent done (uniquement) sur la categorie quotient de f3(Y)° par S(Y)°, qui 
est Y°. 

Malheureusement, le remonte if)*{A) n'est pas en general fibrant sur /3(Y)°. On con- 
tournera ce probleme en utilisant |14.2| , qui donne une equivalence naturelle 

T{Y°,A) 4. lim A. 
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En utilisant la description 



lim A = Hom (Y, nSeCAT')y{*, A) 



on obtient (a cause du lemme |16.1| ci-dessus ainsi que le Theorem 2.5.1 de f95|l ) que le 
morphisme 

lim A — > lim vb*A 

est une equivalence. Ceci implique que le morphisme 

r(B(Y)°,ib*A) -> lim i)*A 
«-,y3(Y) 

est une equivalence. 

Soit ip*(A) — > F un remplacement fibrant au-dessus de /3(F), et regardons le dia- 
gramme 

i i 

T(0(Y)°,F) ^ lim^ ( y)F. 

On sait, comme ci-dessus, que la fleche du bas est une equivalence. D 'autre part, comme 
le morphisme if)*(A) — > F est une equivalence dans Hom jY, nSeCAT'), on obtient que la 
fleche verticale a droite est une equivalence. Enfin, on a vu precedemment que la fleche 
du haut est une equivalence. Done 

T((3(Yr,rA)^T((3(Y)°,F). 

Le fait que ip*(A) — > F soit une equivalence objet-par-objet au-dessus de 3(Y) implique 
que le morphisme induit 



est une equivalence, et done que 



r(A) - / f 

/3(Y) Jf3(Y) 



Sect eq (0(Y), f i)*(A)) -> Sect eq (d(Y), f F) 

J P(X) J/3(Y) 

est une equivalence. En somme, il sufht de prouver que le morphisme 

IW)°,F) - Sect eq ({3(Y), f F) 

est une equivalence. 

Au vu de cette reduction, on pourra dire qu'on s'est ramene a prouver la proposition 
pour des categories de la forme 3(Y). Le meme argument tient avec j3 poset (Y) a la place de 
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f3(Y) (en utilisant le lemme |16.2| a la place de |16.1|) . Ceci veut dire qu'on peut dorenavant 



supposer que Y est deja de la forme Y = (3 poset (Z) pour une categorie Z, i.e. que Y est la 
categorie associee a un ensemble partiellement ordonne (cette idee d'utiliser la subdivision 
barycentrique deux fois provient de Thomason ||101|| ). 

Maintenant, pour F on peut utiliser la decomposition de (3 m+ i(Y) en coproduit: on a 

T({3 m+1 (Yy\F\p m+l(Y) ) = 

r(p m (Y)°,F\ MY)0 ) x u {m+UyJ) nMi^r,F\ 0m(lim+r)) j II r(^(/( m+1 )) )J p|^ /(ro+1))0 ). 

(m+l;yj) 

Soit i m : (3 m (Y)° — > (3(Y)° l'inclusion. On note que i m est un crible, i.e. que si a — > b 
est un morphisme dans /3(Y)° (i.e. la suite non-degeneree qui correspond a a est incluse 
dans celle qui correspond a b) et si b G (3 m {Y)° alors a 6 (3 m {Y). On obtient, d'apres le 
corollaire que i* m est un foncteur de Quillen a droite, i.e. preserve les fibrations. Done 
F\p m (Y)° est fibrant. Aussi, on peut ecrire 

r(P(Y)°,F) = Hom(* fi{Y) o,F), 

tandis que 

r(/3 m (F)°, F\p m{Y)0 ) = Harn{i m ,i*i3 m {Y)°, F\p{Y)°) 
(ceci au vu de la description explicite de i m \ cf la remarque apres |4.3| ). Le morphisme 

T(P(Y)°,F) ^T(P m (Y)°,F\ MY) o) 

est fibrant, car il provient de la cofibration 

im,\*(3 m {Y)° ^ *P(Y)° 

(le fait que l'avant- dernier morphisme est fibrant sera utilise directement sur Y mais aussi 
sur les J( m+1 )). 

On applique maintenant |4.1| a un morphisme 



p : /3(/ (m+1) )° -> /3(F)° 

provenant d'une suite non-degeneree (m + 1; /) dans V. C'est ici qu'on utilise l'hy- 
pothese que Y est la categorie associee a un ensemble S partiellement ordonne: dans 
ce cas, les objets de (3{Y) sont les suites decroissantes pour l'ordre dans S. Done, pour 
le morphisme p associe a une suite non-degeneree (m + l;y,f) dans Y (i.e. une suite 
strictement decroissante de 5 1 ), on a que la categorie des objets b G /?(J^ m+1 ^) au-dessous 
d'un objet a G /3(Y) est, ou bien vide (si a ne correspond pas a une sous-suite d'objets 
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de la suite (m + l;y,f)), ou bien admet un objet initial (si a correspond a une sous- 
suite d'objets de la suite (m + l;y,f), l'objet initial etant la sous-suite correspondante 
d'objets de j( m+1 )). Done dans les deux cas, la colimite de 41 preserve les cofibrations et 
cofibrations triviales, i.e. p\ est un foncteur de Quillen a gauche et done p* preserve les 
objets fibrants. En particulier, 

est une n-prechamp de Segal fibrant au-dessus de /?(/( m+1 ))°. Par les arguments anterieurs, 
on obtient que 

^l/9m0 (m+1) )° 

est aussi fibrant. 
Les morphismes 

T((3(I^r,F\ mm+1))0 ) - r(p m (I^)°,F\e m{I(m+1))0 ) 

sont fibrants (d'apres une des remarques ci-dessus, qu'on avait apliqueee a Y, et qu'on 
applique ici a j( m+1 )). Done la decomposition de T((3 m+ i(Y)°, i r |/3 m+1 (y)°) en produit fibre 
est aussi un produit fibre homotopique. 

On a exactement la meme decomposition (qu'on ne reecrit pas) pour 



Sect<*(/3 m+1 (Y), f F\p m+l(Y) ), 



et cette decomposition est aussi un produit fibre homotopique. En effet, la decomposition 
de /3 m+ i(Y) en coproduit est une decomposition en coproduit de 1-precats de Segal, d'ou 
la decomposition pour les sections; et le morphisme sur les sections qui correspond a 
/3 m (/(' m+1 )) ^ /3(/( m+1 )), est une fibration d'ou il decoule que le produit fibre dans la 
decomposition est un produit fibre homotopique. 
On remarque maintenant qu'on a 



r(/3(r) o ,F) = hmr(/3 m (r)°,F 



m (Y)°), 



et cette limite est une limite dans laquelle tous les morphismes sont fibrants; e'est done 
aussi une limite homotopique. De plus, on a 



Sect eq ((3(Y), f F) = lim Sect eq ((3 m (Y), f F 

Jp{Y) ^ m Jf3 m (Y) 



/9m 00/ 



et cette limite est encore une limite oil les morphismes sont fibrants, done e'est une limite 
homotopique. 
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A cause de ces dernieres remarques sur les limites, il suffit de prouver que les mor- 
phismes 



T{f3 m {Y)°,F\ Pm{Y) o) - Sect e «((3 m (Y), F\ Pm(Y) ) 

sont des equivalences. On va le faire par recurrence sur m. Nous pouvons supposer que 
c'est connu pour m, pour toutes les donnees initiales (Y, A) et pour tout choix de F. On 
peut en particulier appliquer l'hypothese de recurrence pour obtenir que le morphisme 



r(P m (I im+1) y,F\ MI(m+1)yo ) -> Sect^((3 m (I {m+1) ), [' f .F 



AnU (m+1) V 



est une equivalence (car, en realite, F\prj(m+i)\o aurait pu aussi bien provenir de la couple 
7(m+i),o)). Au vu de nos decompositions des deux cotes du morphisme 



r(p m+1 (Y)°,F\ Pm+liY) o) Sect e ^i3 m+1 (Y), F\ MY) ) 

J Pm+l[Y) 

en produits fibres homotopiques, et au vu de l'hypothese de recurrence, il suffit, pour 
obtenir que c'est une equivalence, de prouver que le morphisme 

rOS(/C«+i))o ( F\ mm+1))0 ) - Sect^((3(I^), f F\ mm+1)) ) 
est une equivalence. 

En faisant marche-arriere a travers notre argument ci-dessus, on voit qu'il suffit de 
prouver que le morphisme 



r(/ (m+1) ' ,A| 7(m+1 ), ) -> Sect eq (I^ m+1) , f A\ 

Jj(m + 1) 



est une equivalence. En somme, nous nous sommes maintenant reduits a prouver la 
proposition pour le cas Y = /( m+1 ). 

Pour simplifier les notations, on pose p := m + 1 et on va prouver la proposition dans 
le cas Y := I^ p \ Pour deux objets i et j de Y, on a une fleche i j pour i < j. En 
particulier, est l'objet initial de Y. Si A est un n-prechamp de Segal sur Y°, on a 

F(Y,A°) =A(0). 



II s'agit done (au vu du lemme |16.3| ) de prouver que le morphisme 

Sect eq {Y, J' A) -> A'(0) 
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est une equivalence (ici A'(0) est la fibre de J Y A au-dessus de G Y, qui est equivalente 
a A(0)). En ecrivant l'equivalence faible de 1-precats de Segal 

/ U« / U< 2 > U . . . U^" 1 " I - V 

on voit qu'il suffit de traiter le cas Y — I, i.e. de prouver que 

Sect eq {I,^A) -> A'(0) 



est une equivalence. Or ceci est le resultat du lemme 16.5, ce qui termine la demonstration 



de la proposition |16.6| . □ 



Cet enonce, combine avec la proposition |14.2| indique que si A est un foncteur strict 



d'une 1-categorie Y vers nSeCat on peut calculer sa limite a l'aide des sections de 
l'integrale: 

Mm A = Sect cq (Y, f A). 

*-,y Jy 

II y a un resultat "dual" (mais qui ne s'en deduit pas par dualite) qui permet le calcul des 
colimites: c'est le theoreme de Thomason [03] dans le cas des prefaisceaux simpliciaux 
(n = 0). Pour n quelconque, nous le formulons comme une conjecture. 

Conjecture 16.7 Soit A un prefaisceau de n-categories de Segal au-dessus de Y° . Soit 
horiz V ensemble des fleches "horizontales" i.e. de y a resf(y) correspondant a Videntite 
de resf(y), dans J Y A. Alors on a 

lim A = nSeL( f A, horiz) 

-*,Y JY 

i.e. la colimite de A surY se calcule en localisant J Y A en les 1-fleches horizontales. 
On termine cette section par la formulation d'un probleme. Dans SGAl, la theorie 



des champs et de la descente etait envisagee dans le cadre des categories fibrees ||51| 
mais nous n'avons repris ci-dessus que la moitie facile de cela, i.e. la construction d'une 
"n-categorie de Segal fibree" a partir d'un prefaisceau strict de n-categories de Segal. 

Probleme 16.8 Definir une notion de n-categorie de Segal fibree F — > y au-dessus 
d'une 1-categorie y (ou meme — plus difficile — au-dessus d'une autre n-categorie de 
Segal), et etablir la correspondance avec nos n-champs de Segal. Par exemple, definir la 
n + 1-categorie de Segal nSeCATFIB /y des n-categories de Segal fibrees au-dessus de 
Y et donner une equivalence nSeCATFIB/y = nSeCHAMP{y&°). 

Cette equivalence devrait passer par une construction A \— > fy A pour tout morphisme 
faible A i.e. morphisme A : y° — ^ nSeC AT' . 
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17. Prefaisceaux de Quillen 



C'est en etudiant l'exemple du champ des modules des complexes (cf §21 ci-dessous) 
que nous avons ressenti la necessite de considerer des "prefaisceaux de cmf " . Un point de 
vue qui se repand actuellement est que les "bons" morphismes entre categories de modeles 
fermees, sont les foncteurs de Quillen a gauche (notion qu'on a rappelee au §4) — cf par 
exemple le livre de Dwyer-Hirschhorn-Kan []30[| , ou egalement ou Hovey definit la 2- 
categorie des categories de modeles fermees dont les objets sont les categories de modeles 
fermees et les morphismes sont les foncteurs de Quillen a gauche. On est done conduit 
naturellement vers la notion suivante. 

Soit X une categorie. Un prefaisceau de Quillen a gauche (resp. a droite) sur X est 
un prefaisceau de categories M, ou chaque Mx est muni d'une structure de categorie 
de modeles fermee, telle que les foncteurs de restriction soient des foncteurs de Quillen 
a gauche (resp. a droite). On note que les foncteurs de restriction ne preservent pas 
forcement toutes les structures (elles preservent les cofibrations et cofibrations triviales, 
mais pas obligatoirement les fibrations ni les equivalences faibles qui ne sont pas des 
cofibrations) . 

Si on fait un rapprochement entre les notions de topos et de cmf, les notion de 
prefaisceau de Quillen a gauche ou a droite sont analogues aux notions de "categorie 
bifibree en topos" et "categorie bifibree en duaux de topos" de SGA 4 ([[| expose Vbis, 
def. 1.2.1, 1.2.2). 

Si M est un prefaisceau de Quillen a gauche, soit M* le prefaisceau qui a chaque x 6 X 
associe la categorie de modeles fermee M*(x) duale de M(x). Alors M* est un prefaisceau 
de Quillen a droite. Ceci nous permet de ne nous interesser qu'aux prefaisceaux de Quillen 
a gauche. Un peu plus interessant: soit le prefaisceau sur la categorie opposee X°, avec 
les memes categories de modeles fermees M(x) comme valeurs, mais obtenu en utilisant 
les adjoints a droite comme morphismes de restriction. Alors est aussi un prefaisceau 
de Quillen (a droite). 

Soit M un prefaisceau de Quillen au-dessus de X. Les objets cofibrants definissent un 
sous-prefaisceau de categories M c et son sous-prefaisceau PUM C ou les morphismes sont les 
equivalences faibles entre objets cofibrants (qui sont bien preservers par les restrictions). 
On definit un prefaisceau de categories simpliciales L(M) au-dessus de X en prenant pour 

21 II serait peut-etre preferable de parler de 1-champ de Quillen car les valeurs sont des 1-categories 
et on pourrait envisager un probleme de coherence. En fait, puisque la notion de categorie de modeles 
fermee est stable par equivalence de la categorie sous-jacente, on peut toujours strictifier et ne parler 
que de prefaisceaux de categories. II pourrait aussi y avoir un probleme de coherence pour le choix 
des adjoints des foncteurs de restriction. Nous ignorons ces problemes, considerant que s'ils existent, ils 
n'ont d'interet ni geometrique ni topologique (de meme que nous ignorons les subtilites des questions de 
cardinalite). 
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L(M)pT) la categorie simpliciale localisee de Dwyer-Kan 

L(M)(X) := L(M C (X),WM C (X)). 

Comme d'habitude, on considere ce prefaisceau comme un 1-prechamp de Segal sur X. 

Pour des raisons de simplification des notations ulterieures, il est plus commode de 
prendre le point de vue "covariant". On considere dorenavant une categorie Y et un 
prefaisceau de Quillen a gauche M sur Y°, c'est done une famille de cmf M(y) avec des 
foncteurs de Quillen a gauche de restriction, qui sont covariants. 

Soit M un prefaisceau de Quillen a gauche sur Y°; si / : y — > z est un morphisme de 
Y notons 

res f : M(y) -> M(z) 

le foncteur de Quillen a gauche de restriction; et notons resj son adjoint a droite. On 
dispose de la "categorie fibree" (cf la section precedente) 

et de la categorie des sections 

Sect(Y, f M). 

Un objet a de Sect(Y, J Y M) consiste en une collection d'objets a(y) G M(y) pour y EY 
avec des morphismes 

a(f) : res f a(y) -> a(z). 
qu'on peut interpreter par adjonction: 

a (f) '■ a (v) -»• res* f a(z). 

Ces morphismes sont soumis a une contrainte d'associativite. Un morphisme a : o — > r 
dans Sect(Y, J Y M) est une collection de morphismes 

a(y) ■ °(y) -»■ t(s/) clans M(y) 

soumis a la condition de naturalite habituelle. On dira qu'un morphisme a est une 
equivalence faible si, pour chaque y, a(y) est une equivalence faible dans M(y). 

On peut observer que si M = M est le prefaisceau constant prenant pour valeur la 
categorie de modeles fermee fixe M (qui est bien un prefaisceau de Quillen a gauche), 
alors on a 

J M = Y x M 

et 

Sect(Y, f M) = M Y . 
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Rappelons qu'on dispose de plusieurs structures de categories de modeles fermees sur M Y 
sous diverses hypotheses concernant M et Y. 

(I) D'abord il y a la structure engendree par les cofibrations de Hirschhorn, de type 
Bousfield-Kan (on l'avait appelee de "type HBKQ" au §5); celle-ci existe des que M est 
engendree par les cofibrations (Hirschhorn f59|). Les fibrations sont les fibrations objet- 



par-objet. 

(II) Ensuite il y a la structure que Dwyer-Hirschhorn-Kan qualifient de "unusual" mais 
qui est la structure habituellement utilisee en .fT-theorie, et apparemment due a K. Brown, 
Joyal et Jardine dans le cas de diagrammes d'ensembles simpliciaux (Hirschhorn l'appelle 
"structure de Heller"); ici les cofibrations sont les cofibrations objet-par-objet. L 'existence 
de cette structure semble coincider a peu pres avec celle de la structure (I) de type HBKQ, 
mais nous n'avons pas trouve dans la litterature un critere general pour cette existence 
(cf cependant le livre de Goerss- Jardine |SJ). 

(III) Enfin, si Y est une categorie de Reedy, il y a une structure de modeles sur M Y 
sans hypothese supplementaire sur M (tout au plus, si la fonction degre est indexee par 
un ordinal plus grand que u, il faut supposer que les limites de cette taille existent dans 
M). Cette structure est en general differente des deux autres (pour la definition, voir 
la demonstration du theoreme ci-dessous). Pour cette structure de Reedy voir [86], | 59| 



30| , p6| . La partie essentielle de la notion de fibration de Reedy apparait aussi dans la 



notion d'hyper-recouvrement exposee par Verdier dans SGA 4 (Q, expose V, §7, definition 
7.3.1.1 (H3)). 

Si M est un prefaisceau de Quillen a gauche sur Y°, on a les structures analogues sur 
Sect(YJ Y M): 

Theoreme 17.1 Soit M un prefaisceau de Quillen a gauche surY° . Alors on dispose des 
structures suivantes de categorie de modeles fermee sur Sect(Y, J Y M) (les equivalences 
faibles sont toujours les morphismes qui sont objet-par-objet des equivalences faibles): 

(I) La structure de type HBKQ ou les fibrations sont les morphisms a : o — > r tel que a(y) 
est une fibration pour touty G Y: elle existe si chaque M(y) est engendre par cofibrations; 

(II) La structure de type Brown- Jardine-Heller ou les cofibrations sont les morphismes 
a : a — > r tel que a(y) soit une cofibration pour tout y G Y , a condition que cette classe 
de cofibrations (resp. les cofibrations fl les equivalences faibles) admette un ensemble 



generateur I (resp. J) permettant V argument du petit objet (voir avant \273j ), et qu'en 
outre chaque M(y) soit engendre par cofibrations; et 

(III) La structure de type Reedy (cf la definition ci-dessous), si Y est une categorie de 
Reedy. 

Comparer avec la proposition 1.2.12 de SGA 4 M expose Vbis. 



Preuve: II peut etre utile de revoir la preuve de l'enonce ^]5| ci-dessus, mais pour (I) nous 



conseillons au lecteur de se reporter directement aux references [|59[ [[3(J au lieu de s'en 
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tenir a |2.5| , car nous utiliserons ici directement les arguments du type |pO| . 

On note d'abord que l'ensemble W des equivalences faibles satisfait automatiquement 
la cloture sous retractes et la propriete "trois pour le prix de deux" . 

Dans (I) et (II) la condition que chaque M(y) so it engendre par cofibrations (et done 
admette des petites limites et colimites) implique que Sect(Y, J Y M) admet des petites 
limites et colimites. 

jBOfl . Soit a une section et i : a(y) 



Pour (I) la preuve est la meme que dans |59 



u 



une cofibration dans M(y). On obtient alors la cofibration librement engendree par i, 
Lib{i) : o — > u, definie par 



v(z) = JJ resf(u) U^J 



res f (a-(y)) 



aiz 



f-y- 



Soient I (resp. J) l'ensemble des cofibrations de la forme Lib(i) ou i G I(y), y G Y (resp. 
i G J(y), y G Y). Les i-injectifs (resp. J-injectifs) sont juste les morphismes qui sont 
objet-par-objet des fibrations (resp. fibrations triviales); et on verifie facilement que le 
critere de reconnaissance ("Recognition lemma" H 13.3.1, |Q| 8.1) est satisfait. 
l'ensemble contiennent les ponctuellement une reguliere, J est 

Pour (II) on s'appuie sur le lemme |2J| Rappelons que la condition que chaque M(y) 
est engendre par cofibrations nous donne les proprietes de ^3] (0)-(7) pour chaque M(y). 
Comme consequence on obtient immediatement les proprietes (0), (1), (2), (6) et (7) pour 
Sect(Y, J Y M). On peut remarquer que les cofibrations de la structure (I) ci-dessus sont 
des cofibrations ici aussi, done la propriete de relevement pour ces cofibrations implique 
qu'un morphisme est objet-par-objet une equivalence faible. Ceci donne (3). Enfin (4) et 
(5) forment la premiere partie de l'hypothese ici, done par le lemme [T5]on obtient (II). 



Remarque: Tout comme pour l'application du lemme |2.5| , on peut dire que la partie 
de l'hypothese (II) qui correspond a [27| (4) et (5) serait consequence du caractere en- 
semblistement raisonnable des notions de cofibration et d'equivalence faible, dans tous les 
exemples qu'on va rencontrer. Voir Jardine |kS[] pour la technique necessaire pour donner 
une preuve rigoureuse de ce type de condition. Au vu de cette remarque, on pourra con- 
siderer que l'hypothese de (II) se reduit a demander (comme pour (I)) simplement que 
les M(y) soient engendres par cofibrations. 

Les categories de Reedy 



Avant d'aborder la partie (III) du theoreme |17.1| , on fait quelques rappels sur les 
'categories de Reedy". Les references sont [j36fl , fll5| , f59fl , [|30[ 



voir aussi 



22 Essentiellement la seule chose a verifier — comme e'est indique dans (p( 
de categoric dc modcles sur S — Cat, p. 61), voir aussi notre lemme 2.5 



preuve de 48.7: la structure 
— est que la colimite de J- 
cofibrations regulieeres est encore dans W . Dans le present cas ceci est vrai ponctuellement au-dessus de 
chaque objet de Y. 
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Le jeu entre les "latch" et les "match" qui suivra, n'est qu'une fagon systematique 
et avec une notation abstraite de prendre en compte le fait qu'il y a des morphismes de 
degenerescence dans A qui vont dans le sens oppose des morphismes "face". On peut 
probablement, dans toutes les applications, considerer au lieu d'objets simpliciaux, des 
objets parametrisees par la sous-categorie A engendree par les morphismes face. Dans ce 
cas on n'aurait qu'a considerer la partie "Latch" de la discussion ci-dessous et beaucoup 
d'arguments deviendraient plus facile. 

On rappelle d'abord la definition: une categoric de Reedy est une categorie Y munie de 
deux sous-categories (avec les memes objets que Y) appelees respectivement sous-categorie 
directe et sous-categorie inverse 

YC Y et Y C Y, 

tel qu'il existe une fonction degre (vers un ordinal qui sera le plus souvent uj) telle que 
les morphismes de Y sauf les identites augmentent strictement le degre, les morphismes 
de Y sauf les identites diminuent strictement le degre, et tout morphisme / se factorise 
uniquement 

/=// avec fey, feY ■ 

On precise ici qu'on ecrit les compositions dans le sens habituel, done dans cette formule 

la source de / (qui est le but de /) est de degre < le minimum des degres de la source et 
du but de /; et en cas d'egalite / est ou bien directe ou bien inverse. 

Les exemples classiques sont la categorie A et son oppose A°, j0|, H86| . L'exemple 
que nous utiliserons est la categorie AK des simplexes d'un ensemble simplicial K (ou 
son oppose A°K). Cet exemple apparait dans f59f , [j30|l , etc. Plus particulierement on 
va utiliser le cas de Ai>y ou vZ est le nerf d'une 1-categorie Z. C'est la categorie notee 
(3(Z) au §16 ci-dessus. 

Pour un objet y G Y on definit les categories reldchantes ("latching") Q Latch(y) et 
appariantes ("matching") Match(y). En fait on definit 

Latch(y) + {y} :=Y /y 

(les objets de Y au-dessus de y) et on pose 

Latch(y) :=Y /y - {y} C Latch{y) + {y}. 

Aussi 

{y} + Match(y) :=y/Y 

23 Le mot "relachant" n'est pas une traduction stricte de "latching" mais comporte la meme sonorite 
et semble bien correspondre a la situation. 
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(les objets de Y au-dessous de y) et 

Match(y) := yj Y -{y} C {y} + Match{y). 

On note 

Latch(y) + {y} + Match(y) 

la categorie obtenue en attachant Latch(y) + {y} a {y} + Match(y) le long de l'objet y, 
avec exactement un morphisme entre les objets de Latch(y) et Match(y). On note 

Latch(y) + Match(y) C Latch(y) + {y} + Match(y) 

la sous-categorie obtenue en enlevant y. Le morphisme de 1-precats de Segal 

(Latch(y) + {y}) U {y} ({y} + Match(y)) -> Latch(y) + {y} + Match(y) 

est une equivalence faible (on laisse la preuve, qui est similaire a celle de |17.2| ci-dessous, 
aux soins du lecteur). En particulier, pour une n-categorie de Segal fibrante C un mor- 
phisme 

Latch(y) + {y} + Match(y) -> C" 
est essentiellement la meme chose que deux morphismes 

Latch(y) + {y} -> C", {y} + Match(y) -> C" 

qui envoient y sur le meme objet de C". 

Pour un degre fixe, on note C K la sous-categorie des objets de degre < k. Si 
y est de degre k alors on a un morphisme 

Latch(y) + Match(y) -> F fc_1 F. 

On a que K est la colimite filtrante des F fc F. 

La description des diagrammes sur une categorie de Reedy de |4^1 , fl~5H , |35[| , |16| . 



p3| , et particulierement Hirschhorn ( ||59|| Theorem 16.2.12) ou cela apparait tres 
clairement, revient essentiellement au lemme suivant. 

Lemme 17.2 Pour tout d, le morphisme de 1-precats de Segal 

F d-ly Jl deg{y)=d Latchty)+Match{ y) -q Latch{y) + {y} + M atch(y) 

deg(y)=d 

esi itne equivalence faible. 
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Ce lemme generalise eventuellement les references ci-dessus en prenant en compte (via 
la notion de 1-precat de Segal) les homotopies superieures. Nous aurons besoin de cet 



aspect dans les prochains chapitres. Pour la partie (III) du theoreme |17.1| , la version 
( p9| Theorem 16.2.12) — qui est l'enonce obtenu a partir de notre lemme en appliquant 
la troncation r<i — sumrait. Au vu de cela, nous repoussons la demonstration jusqu'a la 
fin du chapitre. 



Le lemme |17.2| dit que pour une n-categorie de Segal fibrante C, se donner un mor- 



phisme fk '■ F k Y — > C revient a se donner un morphisme fk-i '■ F k l Y — > C et pour 
tout objet y, des extensions des morphismes 

fk-i\Latch{ v ) en Latch(y) + {y} ->• C, 

et 

fk-i\Match( y ) en Match(y) + {y} -» C , 

prenant la meme valeur sur y, et telles que le morphisme induit (essentiellement bien 
defini) 

Latch(y) + {y} + Match(y) -> C 

ait fk-i pour restriction a Latch(y) + Match(y). Cette interpretation provient de Hirsch- 
horn IK9H. 



La structure (III) du theoreme |17.1 



On doit dire quelles sont les fibrations et cofibrations. Soit a une section et y G Y. 
Soient latch(a,y) et match(a,y) dans M(?/) les objets reldchants et appariants de a. Ces 
objets sont dermis respectivement comme la colimite sur Latch(y) du foncteur 

res Latchiy) ^ y o cr : Latch(y) -> M(y) 

oil 

res Latch (y)^ y : / M\ Latch ( y) M(y) 

J Latch(y) 

est le morphisme donne par les restrictions resf pour / : z — >• y; et la limite sur Match(y) 
du foncteur 

res * y ^Match(y) ° °" : Match(y) -> M(y) 

ou 

reS *y^Match(y) ■ M\ Match{y) -> M(y) 

J Match(y) 

est le morphisme donne par les adjoints des restrictions res* pour g : y —> w. Pour definir 

res * y ^Match(y) on note Qu'on a, pour 

y — > w — > x, 
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une transformation naturelle 

res* -> res* hg o res fo , 
qui provient du morphisme d'adjonction 

1 — > res* h o rest- 

On a une factorisation 

latch(a,y) — > cr(y) — >■ match(a,y). 
On dira (en suivant [|^] |5{| |30| e£ a/.) que a est cofibrant (de Reedy) si les morphismes 



latch(a,y) — ► sont des cofibrations dans M(y), et que a est fibrant (de Reedy) si les 
morphismes cr(?/) — > match(a,y) sont des fibrations dans M(y). Plus generalement pour 
a : a — > r on obtient l'objet relachant relatif 

latch(a,y) := latch(r,y) u latch{<7 ' y) a{y) 

avec morphisme 

latch(a, y) —> r(y); 

on dira que a est une cofibration (de Reedy) si ce morphisme est une cofibration dans 
M(y). Dualement on obtient l'objet appariant relatif 

match(a,y) := match(a,y) x ma tch(T, y ) r(y) 

avec morphisme 

a(y) — > match(a,y); 

et on dira que a est une fibration (de Reedy) si ce morphisme est une fibration dans M(y). 

La preuve que ces trois classes de morphismes forment une structure de categorie de 
modeles fermee est la meme que dans le cas du prefaisceau constant M = M, cf [^] [5^] 
et al; nous laissons au lecteur le soin de faire cette verification. 



Ceci termine la demonstration de (III) et done du theoreme |17.1|. □ 



Preuve du lemme 17.2 



On garde les notations du lemme a demontrer. 

On peut supposer que Y = F d Y et on pose Z := F d ~ 1 Y ' . Notons A le coproduit 
de l'enonce. C'est un ensemble simplicial (sous-ensemble de uY), qu'on considere comme 
1-precat de Segal. On va obtenir vY comme limite d'une suite (eventuellement transfinie 
si le nombre d'objets de Y est plus que denombrable) 

. . . A* C A i+1 . . . 
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de sous-ensembles simpliciaux de vY . A chaque fois on rajoutera un "simplexe regulier" 
(definition ci-dessous), et on va prouver que les A 1 C A l+1 sont des cofibrations triviales 
de 1-precats de Segal. 

Rappelons que les elements de v(Y) p sont les suites composables 

(y,f) = (yo,---,y P ;fi,---J P ) 

avec f\ : yi-\ — > y% dans Y . On dira qu'un tel element est un simplexe regulier si aucun 
des fi n'est l'identite, et si pour tout 1 < i < p, ou bien /j EY, ou bien fi EY- Pour un 
simplexe regulier, on appellera pic tout sommet i.e. objet yi avec GF et fi &Y, ce qui 
equivaut a la condition deg{yi-\) < deg(yi) > deg{yi + \. On appellera vallee tout objet yi 
tel que GF et /j GF„ ce qui equivaut a la condition degiy^x) > deg(yi) < deg(y i+ i. 
La condition de Reedy implique que si yi est une vallee, alors le simplexe en question est 
le seul simplexe regulier de longueur < p contenant la face oil on enleve yi. 

Pour un element (y, f) G v(Y), p on obtient un morphisme (y, f) : h(p) — > Y oil 
h(p) est l'ensemble simplicial represente par p, i.e. le p-simplexe standard. On appellera 
"image d'un simplexe (y, /)" l'image de ce morphisme. L'image contient tous les simplexes 
"hyper-faces" de (y,f), qui sont tous les simplexes obtenus en enlevant certains des y^ 
ainsi que tous leurs degenerescences. 

On choisit un ordre total -< sur l'ensemble des simplexes reguliers de vY non contenus 
dans A , assujetti aux conditions suivantes: si 

(yo, ■ ■ ■ , y P ; h, ■ ■ ■ , f P ) -< {y' , ■ ■ ■ , y' q ; fi ■ ■ ■ , f' q ) 

alors 

p<q 

et, si p = q alors 

p p 

Y, de 9{yi) < J2 de 9(y'i)- 

i=0 i=0 

Maintenant, on part de A et on ajoute les images de h(p) pour les simplexes reguliers 
(y, f) : h{p) — > v(Y), un par un, suivant l'ordre total -< (aux ordinaux limites on insere 
un objet qui est la colimite de ce qui vient avant, puis on recommence en ajoutant le 
prochain simplexe). On obtient une suite A 1 C v(Y). On va montrer qu'une cofibration 
A % — > A t+1 qui correspond a l'addition d'un simplexe regulier (y , . . . , y p ; / 1; . . . , f p ), est 
une equivalence faible de 1-precats de Segal. Ceci donnera le lemme (il y a un argument 
de colimite filtrante a faire pour les ordinaux limites et a la fin du processus, que nous 
laissons au lecteur). 

On va prouver, par recurrence sur i, l'enonce suivant: 
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(*) un simplexe degenere est dans A 1 si et seulement si le simplexe non-degenere 
correspondant est dans A 1 . 

Soit A 1 — > A l+1 une cofibration qui correspond a l'addition d'un simplexe regulier 
(y , . . . ,y p ; fx, . . . , f p ), et soit hip) — > v(Y) le morphisme correspondant a ce simplexe. Si 
on pose 

U := h{p) x Ai v{Y) C h{p), 

alors on a 

A l+1 = hip) U u A 1 . 

II s'agit done de prouver que U — > est une cofibration triviale de 1-precats de Segal. 
On note d'abord que par l'hypothese (*) pour A 1 , un element degenere de hip) q est dans 
U si et seulement si 1' element non-degenere correspondant est dans U. II s'agit done de 
comprendre quelles hyper-faces de hip) sont dans U . On a la caracterisation suivante: 

(**) Une hyper-face de hip) qui correspond a un sous- ensemble J C {0,...,p}, 
appartient dU si et seulement s'il existe i G {0, . . . ,p} avec i J et tel que yi ne soit pas 
une vallee de (y , • • • , y P \ fi, ■ ■ ■ , f P ) ■ 

Prouvons ceci. On considere l'hyper-face correspondant a 

J = {jo,---,j q } C {0,...,p} 

(inclusion stricte). Ceci correspond a l'element 

r(y,f):=( yj0 ,...,y jq ,fi,...,f' q )euY 

ou les fj sont compositions des f\. Soit (z, g) = (zq, . . . , z r ; gi, . . . , g r ) le simplexe regulier 
obtenu en remplagant dans J*(y, /) toute fleche f' k : yj k _ 1 — > yj k qui n'est pas dans Y ni 
dans Y, par la paire de fleches 

g' 9" 
Vjk-i ~^ z ~ 

avec ^' et g" EY- On laisse inchangees les fleches f' k qui sont soit dans Y soit dans 
Y ■ Aussi on contracte toutes les identites f' k qui apparaissent dans J*iy, /). On note que 
J* in if) es t dans l'image de (z, 

Une fleche qui est remplagee (ou contractee) dans le procede ci-dessus, provient 
forcement d'une composition d'au moins deux fleches f\. Done la longueur r de (z,g) est 
< p. D 'autre part, si r = p alors 

v v 
J^degizi) < J2 de 9iVi)- 

i=0 i=0 

En effet, si f' k = /j+i/j = gi+igi alors yi est ou bien un pic ou bien une vallee: dans le cas 
contraire, f' k est ou bien dans Y ou bien dans Y et n'est pas remplage dans (z, g) (et f' k 
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n'est pas non plus une identite done elle n'est pas non plus contracted). Si yi est une vallee 
alors Zi = Hi] si est un pic, dans ce cas est une vallee de (z,g) et deg(zi) < deg(yi). 

D'apres le paragraphe precedent, si le complementaire de J dans {0, . . . ,p} contient 
un pic i/i alors l'une des deux inegalites sera stricte et (d'apres ce qu'on a impose a l'ordre 
-<) on a (z,g) -< (y,f) et done J*(y,f) G A 1 . Si le complementaire de J contient un y t 
qui n'est ni pic ni vallee, alors comme l'une des fleches f k qui est une composition d'au 
moins deux fleches fa, n'est pas remplagee par deux fleches g, on a r < p et de nouveau 
J*(y,f) G A\ Ceci prouve une des directions de l'enonce (**) (il faut noter que, dans 
1' argument ci-dessus, on peut tomber, sans le dire, sur un simplexe qui est dans A au 
lieu d'etre ajoute dans la suite organisee par -<). 

Par ailleurs, s'il y a une contraction d'un f k — 1 alors la longueur decroit: r < p 
et J*(y,f) G A\ On voit que tout nouveau simplexe de la forme J*(y,f) dans A l+1 
qui est degenere appartient deja k A 1 ; et les autres simplexes degeneres proviennent des 
degenerescences de simplexes de la forme J*(y, /). Ceci prouve (*) pour A t+1 . 

Supposons pour completer la preuve de (**) que le complementaire de J consiste 
entierement de vallees de (y, f). Dans ce cas, pour tout i ^ J, on ai-1 G Jet i + 1 G J, 
et l'un des morphismes dans J*(y, f) est 

f'k = fi+lfi '■ Vi-l Vi+1- 

On note que f' k n'est pas dans Y ni dans Y- Done, si le simplexe J*(y,f) provient de 
l'image d'un simplexe regulier (w, h) alors la fleche f' k est forcement decomposee dans 
(w, h) comme produit d'au moins deux fleches h. II s'ensuit que la longueur de (w, h) est 
au moins p. En cas d'egalite, chacune des fleches f k sera decomposee en un produit de la 
forme hi+ihi. Ici il y a deux options: soit Wi est une vallee, auquel cas on a Wi = par 
l'unicite de la decomposition dans l'axiome des categories de Reedy; soit Wi est un pic, 
auquel cas on a deg(wi) > deg(yi). Done, finalement, il y a trois cas: soit (w,h) est de 
longueur > p; soit (w, h) est de longueur p mais 

p p 
Y,deg(wi) > J2 de 9(yi); 

i=0 i=0 

soit (w, h) = (y, f). Dans tous les cas, (w, h) ne precede pas (y, f) pour l'ordre -< et done 
J*(y, f) n'appartient pas a A 1 . 

En fait pour cette derniere phrase il faut justifier aussi que J*(y, f) n'appartient pas 
a A . On note que (y, f) a au moins un pic de degre d (i.e. dans Y mais pas dans 
Z), et ce pic persiste dans J*(y,f). Les seuls simplexes de cette forme dans A sont 
les simplexes reguliers avec un seul pic (i.e. les simplexes ajoutes dans le coproduit de 
l'enonce du lemme), or en enlevant des vallees on a rendu J*(y, f) irregulier et on a done 
J*(Vi f) & A . Ceci prouve (**). 
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L'enonce (**) dit que U est la reunion de toutes les faces de h(p) obtenues en enlevant 
des sommets autre que des vallees. Ceci implique que le morphisme 



U -> h(p) 

est une equivalence faible de 1-precats de Segal, par le lemme suivant (qu'on isole car 
l'enonce pourrait avoir un interet propre). Ce qui terminera la demonstration du lemme 



17.2. □ 



Lemme 17.3 Notons h(p) I 'ensemble simplicial "p-simplexe standard", et soit f : U ■=— > 
h(p) une inclusion telle que U soit reunion d'un certain nombre de faces de h(p). Sup- 
posons que U contient la premiere et la derniere face, et ne contient pas toutes les autres; 
alors le morphisme f est une equivalence faible de 1-precats de Segal, i.e. le morphisme 
induit 

SeCat{U) -> SeCat(h(p)) = J (p) 

est une equivalence. 

Preuve: On raisonne par recurrence sur p; supposons done l'enonce connu pour p — 1. 
Ecrivons 

U = V°UV p UV bl U...UV bk 

comme reunion (non-disjointe!) de faces ou est la face (ensemble simplicial isomorphe 
a h(p — 1)) obtenue en enlevant le j ieme sommet. On fixe a 6 {1, . . . ,p — 1} avec &j ^ a, 
i.e. la face V a n'apparait pas dans U . Pour < j < k posons 

u j ■= v° U V p U V bl U . . . U V b > C u. 

En particulier U° = V° U V p , et U k = U. On note d'abord que U° — > h{p) est une 
equivalence (d'ici la fin de la preuve, ceci voudra dire que e'est une equivalence faible de 
1-precats de Segal). Pour voir cela, soit W(p) C h(p) la reunion des aretes principales 
i.e. des aretes de la forme {i — l,i}. Le morphisme W(p) — > h(p) est une equivalence 
(en effet, h(p) est obtenu a partir de W par application une fois de l'operation Gen[p] 
voir §2; voir aussi la discussion dans |95| §2.4.8). Maintenant V° D W(p) est de la forme 



W(p — 1) C V° = h(p — l). Done on peut exprimer Q(p) := V° U W(p) comme coproduit: 

Q(p) ■= V° U W(p) = V° U^^" 1 ' W(p) 

ou le premier morphisme est une cofibration triviale (de 1-precats de Segal). Done le 
morphisme W{p) — > Q(p) est une cofibration triviale et on obtient que Q(p) — > h{p) est 
une equivalence (et e'est une cofibration done e'est une cofibration triviale). Notons que 
Q(p) est l'unioni de la premiere face avec la derniere arete. Maintenant Q(p) fl V p = 
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Q(p — 1) C V p = h(p — 1). Done (par le resultat qu'on vient de demontrer mais pour 
Q{p — 1)) le deuxieme morphisme dans le coproduit 

u° = v° u v p = Q{p) uv p = Q{p) u Q{p - 1] V p 

est une cofibration triviale. II s'ensuit que Q{p) — > U° est une cofibration triviale et 
U° — > h(p) est une equivalence. 

Montrons maintenant par recurrence sur j que W — > h(p) est une equivalence. On 
vient de le demontrer pour j = 0, done on peut supposer que j > 1 et que e'est connu 
pour j — 1. On a 

Pour prouver que £P — > h{p) est une equivalence il suffit de prouver que 

(u^ 1 n v 6 -»• y 6 ^' 

est une equivalence. Or, = h{p — 1) et on note 0, . . . , bj, . . . ,p les sommets de ce 
simplexe. Le sous-ensemble simplicial (CP -1 n V bj ) est une reunion de faces de ce h(p — 1). 
Cette reunion de faces contient la premiere et la derniere face (car V° U V p C C/- 7-1 ), et 
ne contient pas la face ou l'on enleve le sommet a. Done, le lemme pour p — 1 s'applique 
et on obtient que (fP -1 n V^) — > V 6 ^ est une equivalence comme voulu. □ 
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18. Strictification 



La question de l'essentielle surjectivite du morphisme $ du theoreme |12.1| pose le 
probleme de "strictifier" un foncteur large A : Y — > nSeCAT' en un foncteur strict 
Y — > nSeCat. Dans la litterature, les reponses a ce type de questions s'appellent des 
theoremes de "strictification", ou de "coherence". Voir la discussion du §4 de Baez- 
Dolan H; ils y font reference a Gordon- Power-Street fl48|, et au theoreme de coherence 



de Mac Lane [71|. Voir aussi Dunn p9[ . Voir Cordier et Porter ||109|| [ |110|| qui parlent de 



"rectification" des diagrammes, et Segal (|)(J Prop. Bl). 

Un theoreme tres proche de ce qu'on va faire dans ce chapitre est "A realization 
theorem 2.4" de Dwyer-Kan |33| . Dans leur theoreme (qui concerne les prefaisceaux 
simpliciaux i.e. 0-champs de Segal), un "foncteur large" un foncteur Free.iY) — > EnsSpl 
ou Free.iY) est la resolution standard par des categories libres. Ils montrent que tout 
foncteur large en ce sens, est equivalent a un foncteur strict Y — > EnsSpl. 



Le theoreme-type de ce genre est le resultat de SGA 1 [J5TJj qui dit qu'une categorie 
fibree est equivalente a une categorie fibree scindee. Notre methode de demonstration 
pour |18.5| sera basee sur la methode de SGA 1, mais avec un apport des techniques de 



"categories de Reedy" issues de la theorie de l'homotopie [^] jnj [f£|. Cette 

methode a deja ete utilisee par le deuxieme auteur pour obtenir un resultat de strictifi- 



cation des prefaisceaux faibles d'espaces topologiques ( "prefaisceaux flexibles" ) dans |91 
qui se trouve etre essentiellement equivalent a celui de p4| . 

On peut envisager un cadre un peu plus general. Soit M une categorie de modeles 
fermee, et soit Y une 1-categorie. Soit L(M)' un remplacement fibrant pour la categorie 
de Segal L(M) (qui est la localisee de Dwyer-Kan de M par rapport aux equivalences 
faibles). Soit F : Y — > L(M)' un foncteur; on voudrait trouver un foncteur G : Y — > M 
tel que poG^Foup: M—> L(M)' est le morphisme tautologique. Pour la categorie 
de modeles fermee M = nSePC, ceci donnerait la strictification pour des foncteurs A : 



Y — > nSeCAT' au vu du theoreme 11.11 



On va generaliser encore plus en considerant, au lieu d'une seule categorie de modeles 
fermee M, un prefaisceau de Quillen a gauche M au-dessus de Y°. On retrouvera le 
resultat du paragraphe precedent en prenant le prefaisceau de Quillen constant M = M. 

On rappelle que JyL(M) est un remplacement fibrant pour f Y L(M) au-dessus de Y 
(i.e. le morphisme vers Y devient un morphisme fibrant de 1-categories de Segal). 

Definition 18.1 Soit Y une petite categorie et M un prefaisceau de Quillen a gauche sur 
Y° . On dira que les sections faibles de M au-dessus de Y se strictifient si le morphisme 
de 1-precats de Segal 

SectCY, ( M) -> SectCY, [' L(M)) 
Jy Jy 

est essentiellement surjectif. 
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Theoreme 18.2 Si M est un prefaisceau de Quillen a gauche sur une categorie de Reedy 
Y alors les sections faibles de M au-dessus de Y se strictifient au sens de la definition 



18.1 



On va donner la demonstration plus bas. 

On devrait avoir le meme resultat sur une categorie quelconque, a condition que les 
M(y) admettent suffisamment de limites. Nous avons une esquisse de demonstration mais 
il y a une partie que nous n'avons pas voulu faire, done nous laissons l'enonce sous forme 
"conjecture". 

Conjecture 18.3 Soit Y une petite categorie et M un prefaisceau de Quillen a gauche 
sur Y . Supposons que M satisfait Vhypothe.se (o) qui sera introduite au $19 (qui dit 
en particulier que les M(y) admettent des petites limites arbitraires) . Alors les sections 
faibles de M au-dessus de Y se strictifient au sens de la definition \18.1\ . 

Nous proposerons plus bas une esquisse de demonstration pour cette conjecture. 

Corollaire 18.4 Soit Y une 1-categorie de Reedy. Soit M une categorie de modeles 
fermee. Alors le morphisme (de 1-categories de Segal) 

Hom (Y, M) -»■ Hom (Y, L(M)') 

est essentiellement surjectif. 



Preuve: On applique le theoreme 18.2 au prefaisceau de Quillen constant M. □ 

La conjecture |18.3| donnerait le meme corollaire pour toute categorie Y, a condition 
d'avoir l'hypothese (o) du §19 pour M. En fait, on s'interesse a l'enonce en question pour 



M = nSePC: le theoreme suivant terminera enfin la demonstration du Theoreme |12.1 



Theoreme 18.5 Soit Y une petite 1-categorie (non de Segal). Les sections faibles du 
prefaisceau constant nSePC au-dessus de Y se strictifient au sens de la definition \18.1 . 



En particulier, tout objet de Hom (Y, nSeCAT') est equivalent (dans cette n + 1- 
categorie de Segal) a un objet provenant d'un prefaisceau de n-categories de Segal sur 
Y , i.e. le morphisme $ du Theoreme \12.1\ est essentiellement surjectif. 



Demonstration de \18.3^ utilisant la conjecture \1 8. 3j : On applique |18.3| au prefaisceau 



constant M pour la cmf M = nSePC des n-precats de Segal. II est facile de voir que M 
satisfera l'hypothese (o). Le morphisme tautologique 

Mj -> nSeCAT' 
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envoie les equivalences sur des equivalences, et s'etend done (par la propriete universelle 
de la localisee) en un morphisme 



L(M f ) -> nSeCAT'. 



Le morphisme L{Mj) — > L(M) est une cofibration triviale, tout comme le morphisme 
vers un remplacement fibrant L(M) — > L(M) f , et on obtient un morphisme 

L{M)' -> nSeCAT'. 



D'apres le theoreme |1 1 . 1 1| ce morphisme induit une equivalence 



7\ int,l 



L(M)' ^ {nSeCAT')" 

Ce morphisme est par choix strictement compatible avec le morphisme de source M/. Le 
fait que Y est une 1-categorie (en particulier 1-groupique) entraine l'egalite 



Hom (Y. nSeCAT 



l\int,l 



Hom (Y, (nSeCAT 



'/^^nt,l^ 



Un objet / G Hom (Y, nSeCAT') est done equivalent (dans cette n + 1-categorie de Segal) 
a un morphisme provenant de g : K — > L(M)'. En appliquant la version du corollaire 
|18.4| correspondant a |18.3| , on obtient que g est equivalent (dans Hom (Y, L(M)')) a un 
morphisme provenant de /i : K — > M; en composant avec un remplacement fibrant fonc- 
toriel qui existe pour M = nSePC, on obtient que h peut etre choisi comme morphisme 
h : Y — > M/. La projection de /i dans Hom jY, nSeCAT') est done equivalente a la 
projection de g, qui a son tour est equivalente a /. 

Cet enonce est exactement l'essentielle surjectivite de $. □ 



Du fait que nous ne pouvons proposer qu'un esquisse de demonstration pour 



nous allons maintenant donner une demonstration complete du theoreme 18.5 



Demonstration du theoreme 18.2 



On commence par la demonstration du theoreme |18.2| , en gardant les notations M et Y. 
Notre methode de demonstration consiste en une analyse precise des diagrammes indexes 
par une categorie de Reedy, utilisant les idees et techniques developpees justement dans 
ce but par Reedy [jSSfl , Bousfield-Kan [15|, Hirschhorn [^9|1 , Dwyer-Hirschhorn-Kan p0| . 
II faut considerer que notre demonstration est juste une application des techniques de ces 
references. On suit plus particulierement le point de vue de p9| . 

Une partie de l'analyse a deja ete effectuee dans le lemme |17.2| ci-dessus, qu'on va 
utiliser maintenant. Soit F k Y la filtration de Y par les sous-categories pleines formees 
des objets de degre < k. On suppose donnee une section a de j Y L(M) et on voudrait 
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construire une section m de J y M qui est equivalente a a. On va proceder par recurrence 
sur le degre, et definir u sur les F k Y. Dans la recurrence on choisira de plus u fibrant et 
cofibrant pour la structure de Reedy. 

On suppose done qu'on a trouve une section convenable v sur F k Y et on veut l'etendre 
en u sur F k+1 Y. D'apres |17.2| , F k+l Y se decompose (a equivalence faible pres) comme 



coproduit de F k Y avec des categories de la forme 

Y(y) := Latch(y) + {y} + Match(y) 

pour des objets y G Y de degre k + 1. Posons F k Y(y) := F k Y n d'ou 

F fc F(y) = Latch(y) + Match(y). 

On va etendre f|,F fc y(<,) en une section u y sur equivalente a cr|w y ). Ceci suffira pour 

trouver w et l'equivalence entre u et cr| F fc+iy au vu de [17.2| . D'autre part, la condition que 
u soit cofibrant et fibrant pour la structure de Reedy, s'exprime en termes des restrictions 
u\y( y ) i.e. u est cofibrant et fibrant si et seulement si (1) v = u\ F k Y Test, et (2) pour tout 
y de degre k + 1, u y = u\y{y) Test. 

En somme, il suffit de resoudre le probleme d'extension de v en u, pour F k Y(y) C Y(y). 
On s'est done ramene a la situation suivante: Y = Y(y) et Z := F k Y(y); on a une section 
a de J*y L(M) sur Y, et une section t> de f z ~M\z qui est equivalente a a\z', et on cherche 
une section u sur F qui etend v et qui est equivalente (en tant que section de J Y L(M.)) 
a a. Rappelons les notations suivantes: 

Y = Latch(y) + {y} + Match(y); Z = Latch(y) + Match(y). 

On a un morphisme 

R : / L(M) ^ L(M(y)) 

J Latch(y) 

correspondant aux morphismes de restriction res/ : M(z) — ► M(y) pour tout f : z —> y 
dans Z. Ceci donne (par extension le long d'une cofibration triviale) 



R' : f L(M)^L(M(y))'. 

J Latent v) 



' Latch(y) 

Notre section a\Latch( y ) donne un morphisme 

R' o (r\ L atch{ y ) ■ Latch{y) -> L(M(y))'. 

La section a au-dessus de Latch(y) + {y} correspond (via une version homotopique 
adaptee aux categories de Segal de la description des diagrammes de Reedy de |59|] p0| - 
generalisation que nous utilisons ici sans demonstration) a un morphisme 

hocolim(R' o a\ La tch(y)) ~^ ^{y) 
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dans L(M.(y))'. D'autre part, on a aussi le morphisme 

r: f M — »• M(y) 

d'ou 

r o wliate/j^) : Latch(y) -> M(y). 

Le fait que f |i tefe(») s °it cofibrant de Reedy, couple avec la condition que les foncteurs 
de restriction soient des foncteurs de Quillen a gauche, implique que r o v\L a tch{y) est un 
Latc/i(?/)-diagramme de M(y) lui-meme cofibrant de Reedy. Ceci implique qu'il existe 
une equivalence naturelle dans L(M(y))': 

colimiv o v\ Latc h(y)) = hocolim(R' o a\ La tch(y)) 

(en fait, c'est la definition de hocolim voir [TIJ [0). 

Pour avoir une extension de v a une section ul au-dessus de Latch(y) + {y} il suffit 
(d'apres la description de pUI) d'avoir un objet u(y) G M(y) et un morphisme 



colim(r o ^1^^^)) -> u(y). 

En outre, est cofibrant de Reedy (ainsi qu'une eventuelle extension de ul ku sur Z) si 
et seulement si le morphisme precedent est une cofibration. La section ul est equivalente 
(en tant que section des localises) a cr\Latch(y)+{y} s 'il existe une equivalence dans L(M(?/)) / , 
u(y) = cr(y), et une homotopie de commutativite pour le diagramme 

colimir o v\ La tch( y )) = hocolim(R' o a\ Latc h(y)) 

i i 
u(y) = a(y). 

Dualement (encore que l'argument soit un peu different) on etudie les extensions de v 
en une section um au-dessus de Match(y) + {y}. D'abord, notons 



t : M(y) x Y ->• / 



M 

Match(y) 



le morphisme donne par les restrictions. Pour 



/ 9 

y — > z — >■ w 



avec compose h := gf, on obtient, en utilisant les adjonctions, un morphisme (pour 
a E M(z)) 

resect — > res* h (res g a). 
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Ceci donne un morphisme 

t* : / M -> M(y). 

JMatch(y) 

On obtient egalement sur les localises 

T* : [ L(M) -> LM(y))'. 

JMatch(y) 

En composant avec a on obtient 

T* o a| Matc/%) : Match(y) -> L(M(j/)). 

La restriction de cr sur {y}+Matc/t(|/) correspond (de nouveau via la version homotopique 
pour categories de Segal, de la description des diagrammes de Reedy de []59] |3(J que nous 
ne demontrons pas ici) a un morphisme 

a(y) -> holim(T* o a\ Match{y) ) 

dans L(M(y))'. 

De fagon similaire, une extension um de v a {?/} + Match(y) correspond a un objet 
G M(y) et un morphisme 

u(y) -> /im(t* o uljKfotch^)). 

Ici la limite existe car l'indexation est finie. La section um ainsi que son eventuelle 
extension u a tout Z, est fibrante de Reedy si et seulement si ce morphisme est une 
fibration dans M(y). 

D'autre part, comme plus haut on a une equivalence dans L(M.(y))' 

limit* ov\ Ma tch( y )) = holim(T* o a\ Ma tch(y)) 

car v\Match( y ) est fibrant de Reedy par hypothese de recurrence, et les adjoints res*j sont 
des foncteurs de Quillen a droite, done t* ov\Match{ y ) est un Matc/i(|/)-diagramme de M(y) 
qui est fibrant de Reedy Une extension de l'equivalence de v avec a\z en une equivalence 
entre um et cr\{ y }+Match(y) correspond a la donnee d'une equivalence u(y) = a(y) et d'une 
homotopie de commutativite pour le diagramme 

u(y) = a(y) 

i i 
limit* o v\ Ma tch( y )) - holimiT* o a\ M atch( y ))- 
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Soient x 6 Latch(y) et z G Match(y) et notons par / : a; — > y et g : y — > z les 
morphismes. Alors — par la propriete d'adjoint homotopique (Lemme |3.11| ) des fonc- 
teurs induits par res g et res* entre les categories simpliciales L(M(y)) et L(M(z)) — le 
morphisme 

res gf {a{x)) -> <r(*) 

est egal a un morphisme 

res/(cr(x)) — > res*(a(z)). 

Quand x varie dans Latch(y) et z dans Match(y) on obtient le resultat suivant. Notons 
Latch(y) U Match(y) la reunion disjointe de ces deux categories; elle est contenu dans Z 
mais dans Z il y a, en plus, un (unique) morphisme de chaque objet de Latch(y) vers 
chaque objet de Match(y). line extension de cr\Latch(y)uMatch(y) & °"U correspond a un 
morphisme 

hocolim(R! o cr | Late/i(y ) ) -> holimiT* o a\ Match{y) ). 
Si a\z est equivalente a la section induite par u, l'application ci-dessus est induite par 

colim(r o w| Laicftfe) ) -> Zzm(t* o ?; | Match (y))- 

L'extension deadeZkY = ZU {y} est determined par une factorisation 

hocolim(R' o a| Late/lfe) ) -> tr(y) -> holim(T* o 0"| Motc ^( y) ). 

Celle-ce etant donnee, pour etendre t> en une section u sur Y, il faut trouver une factori- 
sation 

colim(r o ^1^^^)) -> -> £z'm(t* o v\ Match{y) ) 

qui induise la factorisation correspondant a a. 

On note par ailleurs que colim{v o v \Latch(y)) es t cofibrant (c'est la colimite d'un dia- 
gramme qui est cofibrant pour la structure de Reedy, car r est un foncteur de Quillen a 
gauche); et limit* o v \Match{ y )) est fibrant — c'est la limite d'un diagramme qui est fibrant 
pour la structure de Reedy, car t* est un foncteur de Quillen a droite. 

On est done ramene au probleme suivant: etant donne un morphisme 

h : a —>■ b 

dans une categorie de modeles fermee M — M(y), et une factorisation 

a — > w — > b 

dans L(M) ou a et b sont les images de a, b e M dans L(M), on veut la relever en une 
factorisation 

a — > c — > 6 
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dans M avec le premier morphisme cofibrant et le deuxieme fibrant. On pourra supposer 
que a est cofibrant et b fibrant. 

On peut aussi supposer qu'on a w = c dans L(M) avec c fibrant et cofibrant. Dans ce 
cas, les morphismes de L(M) proviennent de morphismes f : a —>■ c et g : c b. On peut 
supposer de plus que g est une fibration. La factorisation dans L(M) est une homotopie 
entre gf et h, en tant que morphismes de a vers b. L'homotopie peut etre considered 
comme Quillen l'a definie, c'est-a-dire comme un diagramme 

io, i± : a — > a a, k : a — > b 

avec pi = pi\ = l a et ki = gf, ki\ = h (et p une fibration triviale, et i U i\ une 
cofibration). Le morphisme i$ : a — > a est une cofibration triviale. Le fait qu'on a 
suppose que g est une fibration implique qu'il existe un relevement w : a — > c avec 
gw = k et wio = f. Si on pose /' := wi\, on obtient une homotopie (qu'on note encore 
w) entre / et /'; on a aussi gf = h et l'homotopie w composee avec g est l'homotopie k. 
Autrement dit, la factorisation h = gf avec l'identite comme homotopie, est equivalente 
a la factorisation qui correspond a l'homotopie k entre gf et h. On obtient le relevement 
de notre factorisation dans L(M) en une factorisation 

a — > c — > b 

dans M, ce qui resout le probleme. 

Pour completer la demonstration du theoreme |18.2| , appliquons la solution du probleme 
ci-dessus a la situation precedente avec 

a = colim(r o v\ Latchiy) ), b = lim(t* o v\ Match(y) ); 

a = hocolim(R' o a\ La tch(y)), b = holim{T* o a\ Ma tch{y))\ 
et w = (r(y). On trouve la factorisation desiree avec c = u(y). □ 



Le cas des 1-champs 



me 



Avant d'aborder l'esquisse de demonstration pour |18.3| et la demonstration du theore- 
18. 5|, signalons l'origine de l'idee en faisant la comparaison avec le cas des 1-champs. 



On peut montrer que la 2-categorie des 1-champs au-dessus de X est equivalente 
(via la comparaison de Tamsamani [98] entre les 2-categories suivant sa definition, et les 
2-categories de Benabou) a la 2-categorie XCHAMP^X} des 1-champs (non de Segal) 
au-dessus de X . Si on adopte la definition de 1-champ qui utilise la notion de categorie 
fibree fl5H, il s'agit pour l'essentiel de montrer qu'une categorie fibree est equivalente a 



une categorie fibree scindee, i.e. une qui provient d'un prefaisceau de categories. 
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Ce resultat est un theoreme de SGA 1 L'idee de la demonstration est que si 



T — > Y est une categorie fibree au-dessus d'une categorie Y, alors le foncteur 

A:y»Secf*(y/y,Fx Y (y/y)) 

(ou Sect eq sont les sections "cartesiennes" i.e. qui envoient les fleches d'en bas en fleches 
cartesiennes en haut) sera un foncteur strict de Y vers la 1-categorie ICat des 1-categories, 
tel qu'on ait un eequivalence J Y A = T de categories fibrees au-dessus de Y . 

L'observation-cle est que cette propriete de strictification provient du fait que la base 
Y est une 1-categorie stricte. 

Cette idee a ete reprise dans [pTJ pour donner un resultat de strictification des "fais- 



ceaux flexibles" d'espaces topologiques, ce qui est 1' analogue du theoreme |18.5| pour le cas 
n = 0. 



Idee pour preuve directe de |18.5 



On esquisse ici une idee pour une preuve directe de la strictification pour les foncteurs 
X° — > nSeCAT' (Theoreme |18.5|) , en suivant le cas des 1-champs mentionne ci-dessus. 



Supposons maintenant que M = nSePC est la cmf des n-precats de Segal. Un foncteur 



Y° — > M est un n-precat de Segal au-dessus de Y. D'autre part, on a |1 1 . 1 1 

L(M) = nSeCAT int '\ 

Comme Y est deja 1-groupique, un foncteur Y° — > L(M) 1 est done a equivalence pres la 
meme chose qu'un foncteur Y° — ► nSeCAT'. Notre question devient done: est-ce que 
tout foncteur Y° — > nSeCAT' est equivalent a une n-precat de Segal sur Y7 

L'idee de base est d'utiliser le fait que Y est une 1-categorie qui est forcement stricte. 
Soit F : Y° — > nSeCAT' un morphisme. Pour y G Y, on pose 

G(y) := T(Y/y,F\ Y/y ) := Ham((Y/y)°, nSeC AT')i/(* yi F\ Y / y ). 

Ceci varie fonctoriellement en y et les valeurs sont des n-categories de Segal fibrantes. Le 
probleme est de montrer que G est equivalent a F . 

Nous ne savons pas actuellement trouver directement un morphisme entre F et G (et 
e'est pour cela que ce paragraphe n'est qu'une esquisse). Cependant, notons pour plus 
tard, que si F provenait deja d'une section stricte, alors il y aurait une equivalence entre 
F et G donnee par le morphisme 

F(y)^r(Y/y,F\ Y/y ). 

Nous allons contourner le probleme de trouver un morphisme entre F et G en nous 
appuyant sur le theoreme |18.2| , et en remplagant Y par une categorie de Reedy B munie 



d'une sous-categorie D C B telle que la localisee L(B, D) soit equivalente a Y . L'idee que 
les diagrammes sur Y sont les memes que les diagrammes sur B qui sont des equivalences 
dans la direction de D, provient du papier de Dwyer-Kan [Q. 
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Esquisse de demonstration de la conjecture 



18.3: 



Soit Y une 1-categorie et M un prefaisceau de Quillen a gauche sur Y qui satisfait les 
conditions (o) du §19 ci-dessous. On aura besoin de la categorie de Reedy suivante. Soit 
vY le nerf de Y, et soit B = J A vY la categorie introduite pour le lemme |16.1| . On note 



que B est aussi la categorie des simplexes de uY, notee B = AuY dans |59| |p0[ ; d'apres 
loc cit. B est une categorie de Reedy (la structure de Reedy etant induite par le foncteur 
B — > A). Le morphisme d'ensembles simpliciaux 

vB -> vY 

provient d'un foncteur B — * Y, et en plus ce foncteur envoie les morphismes de D C B 



sur les identites de Y. D'apres le Lemme |16.1| , ceci induit une equivalence de 1-categories 
simpliciales ou de Segal 

L(B,D) = lSeL(B,D) 4- Y. 
Considerons le diagramme suivant: 

Sect(Y, J Y M) -> Sect(YJ Y L(M)) 

I 1 
Sect(BJ B <p*M) -> Sect(BJ B <p*L(M)). 

A partir du resultat |18.2| , on obtient que le morphisme du bas est essentiellement surjectif. 
D'autre part, l'equivalence entre Y et L(B, D) implique que le morphisme vertical de 
droite est pleinement fidele avec pour image essentielle la classe des sections o : B — > 
<f*L(M.)' telles que a(g) soit une equivalence pour tout morphisme g de D (cette idee 
provient de Dwyer-Kan ||34|| ). On appellera cette condition D — eq. Si une section a est 



D — eq et si a provient d'une section u : B — » J B <p*~M. alors u est aussi D — eq dans le 
sens que les morphismes de restriction res g (u) sont des equivalences faibles pour g G D. 
II nous suffit de demontrer que si u e Sect(B, J B ip*~M) est une section D — eq en ce sens, 
alors u provient (a equivalence faible pour la structure de categorie de modeles pres) d'une 
section v G Sect(Y, j Y M). 
Le foncteur 

p* : Sect(Y, I M) -> Sect(£, / p*M) 
admet un adjoint a droite 

: S'ectf^, / p*M) -> 5ect(y, / M). 

On pretend que si w G Sect D ~ eq (B, J B p*M.) est fibrant pour la structure de type (II), 
alors on a l'equivalence p*p*u = u. Pour ceci on envisage une demonstration qui suivrait 
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les lignes de l'argument du §19 ci-dessous (en particulier c'est pour cela qu'on a besoin de 
l'hypothese (o) dont l'essentiel est l'existence de limites dans les M(y)). Ce resultat serait 
en quelque sorte une version relative de l'argument du §19. Cependant, pour la presente 
version du papier nous n'avons pas verifie les details de cet argument et c'est pour cela 



que la demonstration de |18.3| comporte une lacune. 

En admettant ce fait, on obtient que tout u G Sect D ~ eg (B, J B p*M) est equivalent a 
une section de la forme p*v pour v G Sect(Y, J y M), ce qui termine la demonstration 
d'apres les remarques precedentes. □ 



Preuve du Theoreme 118.5 



Du fait qu'il y a une lacune dans notre esquisse de demonstration de la conjecture |18.3 



et que l'idee pour la preuve directe donnee auparavant n'a pas abouti non plus, on donne 
enfin une demonstration complete en combinant ces deux idees. On devait appliquer |18.3 



au cas du prefaisceau de Quillen constant M = M a valeurs M = nSePC, la categorie 
de modeles de n-precats de Segal. On note par exemple que J Y M = Y x M etc. Avec 
ces notations, on revient au diagramme 

Sect(Y, Y x M) -> Sect(Y, Y x L(M)') 

i i 

Sect(B, B x M) -> Sect(B, B x L{M)'). 

Etant donne a : Y — > L(M)', on peut appliquer la construction du paragraphe avant 
le precedent, pour obtenir une section G a : Y — > M, essentiellement par G a (y) = 
limy/ y (j\ Y /y Ceci est compatible avec la restriction a B (via le morphisme ip '■ B — > Y) 
en ce sens qu'on a un morphisme 

r : G a o ip -> G acn jj. 

Le fait que if) induise une equivalence L(B, D) =Y implique que pour b G B, on a 

^m^l^^lim^o^l^, 

i.e. que le morphisme r est une equivalence (objet-par-objet au-dessus de B). D'autre 



part, par le theoreme |18.2| , a o if> est equivalente a une section provenant de u : B — > M. 
Pour les sections strictes, on a le morphisme desire au paragraphe avant le precedent. On 
a done une equivalence 

G u ^u, 

ce qui donne 

G & o tp = G a0 ip = aoip. 
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En posant v := G a : Y — > M, on a resolu (pour ce cas) le probleme qui a donne nais- 
sance a la lacune dans la demonstration de la conjecture |18.3| . On finit la demonstration 
comme avant: le fait que ip induise une equivalence L(B, D) —> Y implique que le mor- 
phisme Sect(Y,Y x L(M)') -> Sect(B,B x L(M)') est pleinement fidele (cf @). Done, 
l'equivalence G a o ip = a o ip provient d'une equivalence G a = a. Ceci donne enfin une 
demonstration complete du theoreme [L8.5| . □ 



Le theoreme |18.5| donne l'essentielle surjectivite qui manquait pour terminer la de- 



monstration du theoreme \12. 
Remarque-Exercice: 



Dans la demonstration de |18.5| on aurait pu prendre B 

cas 



/?P° set (Y), voir |16g. Dans ce 
B est la categorie sous-jacente a un ensemble partiellement ordonne; de ce fait on 



n'aurait besoin du theoreme |18.2| que pour ce type de categorie qui est une categorie 
de Reedy directe. Cela simplifierait beaucoup la demonstration de |18.2| , en particulier 



les objets appariants Match serait triviaux et on n'aurait pas besoin de considerer les 
morphismes de connexion Latch — > Match. On laisse au lecteur l'exercice de rediger une 
demonstration de |18.5| (incluant la partie de |18.2| dont on aurait besoin) sur la base de 
cette remarque. 

Une equivalence 

On donne maintenant une amelioration du resultat precedent concernant l'essentielle 
surjectivite du morphisme |18.1| ; ce morphisme devient une equivalence si Ton localise (a la 
Dwyer-Kan) la categorie de modeles a la source du morphisme [L8.1] . On ne donne l'enonce 
que pour le cas des categories de Reedy; on pense qu'il reste vrai pour une categorie de 
base quelconque, sous des hypotheses du type (o) du §19. 

Theoreme 18.6 Soit Y une categorie de Reedy, et soit M un prefaisceau de Quillen 
a gauche sur Y . Supposons que chaque M(y) admet des "factorisations fonctorielles" 
pour la structure de Quillen. Supposons la raeme chose pour Sect(Z, f z ~M\ z ) pour toute 
categorie de Reedy Z avec foncteur vers Y (ce foncteur ne respectant pas forcement la 
structure de Reedy). Alors le morphisme 



L(Sect(Y, M)) -> SectiY, J' L(M)) 



est une equivalence. 



Corollaire 18.7 Soit Y une categorie de Reedy et soit M un prefaisceau de Quillen a 
gauche sur Y . Alors on a une equivalence 



lim L(M) = L{Sect eq {Y, J M)). 
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Preuve: Dans l'equivalence du theoreme, une section a G Sect(Y, J Y M) va sur une eq- 
section de J'L(M) si et seulement si les morphismes de transition resf<j(y) — > (7(2) (pour 
/ : £/ — > z dans F) sont des equivalences faibles; i.e. si et seulement si a est une eg-section 
de J Y M. On a done (voir pT2| ) une equivalence: 



L(Sect cq (Y, J M)) ^ Sect eq {Y, J^L(M)). 



D'autre part, on a par la proposition |16.6| que pour le remplacement fibrant L(M)' de 
L(M), 

r(r,L(M)') -> Sect eci {Y, £l(M)') 
est une equivalence; le morphisme 

5ect eq (F, f L(M)) -> 5ect oq (r, f L{M)') 

JY J Y 



est une equivalence; et d'apres la proposition 14.2 



limL(M) = r(y,L(M)'). 
D'ou l'enonce. □ 



Avant de faire la demonstration du theoreme |18.6| en general, nous allons en traiter 
quelques cas particuliers. On isole ces lemmes car ils montrent bien, par des exemples, ce 
qui se passe dans |18.6| . 

Pour ces lemmes, on utilisera la technique des "homotopy function complexes" de- 
veloppee dans Hirschhorn | 59| , Dwyer-Hirschhorn-Kan |30| et qui a ses origines dans le 



travail sur la localisation |33|] ainsi que dans les travaux de Reedy |86|]. On rappelle 



brievement de quoi il s'agit. Ce rappel chevauche partiellement celui du §8. 

Ici M est une categorie de modeles fermee, et on veut calculer les types d'homotopie 
des ensembles simplicaux Horn dans la localisee de Dwyer-Kan L(M), i.e. pour x,y e M 
on veut calculer L(M)u(x,y). Pour ceci, on introduit (dans les references ci-dessus) la 
notion de resolution simpliciale fibrante y — > y. Ici y est un objet simplicial de M, i.e. un 
objet y G M A °, avec morphisme c*y — ► y oil c*y est l'objet simplicial constant a valeurs 
y. On demande que pour p G A, y — > y(p) soit une equivalence faible; et que y soit 
fibrant pour la structure de categorie de modeles fermee de Reedy (i.e. ce qu'on appelle 
ici "de type (III)") sur M A ° . Dans ce cas, l'ensemble simplicial 

Mi/(x,y) :=J)h M X /(x,y{p)) 
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est un ensemble simplicial qui est naturellement equivalent a L{M)\/{x,y) ||33| . La 
notation Mi/(a,b) := Hom M (a,b) designe l'ensemble des morphismes pour la categorie 
M. 

On note maintenant que l'ensemble simplicial Mu(x,y) est fibrant i.e. de Kan. En 
effet, la condition d'extension de Kan pour M\/(x, y) devient une condition de relevement 
pour des morphismes de x vers une fleche de la forme y(p) — > w oil w est un produit fibre 
(recursif ) de composants de y (ce produit fibre depend de quelle condition d'extension i.e. 
quelle "corne" on regarde; nous laissons au lecteur d'ecrire precisement l'expression pour 
le produit fibre en question). La condition que y est fibrante pour la structure de Reedy 
implique que ces morphismes y(p) — > w sont fibrants; et la condition que tous les y(p) 
sont equivalents a y implique (au vu de la forme du produit fibre qui correspond a une 
"corne") que y(p) — > w est une equivalence faible. Done (puisque x est cofibrant) tout 
morphisme de x dans w se releve en un morphisme x —>■ y(p), ce qui donne la condition 
d'extension de Kan. 

Le meme argument montre qu'une cofibration x — > x' induit une fibration de Kan 

M v (x',y) -+My{x,y). 



Le premier lemme concerne le produit direct: e'est le cas du theoreme |18.6| oil la 
categorie de base Y est discrete, egale a un ensemble. Malgre les apparences, ce cas n'est 
pas totalement evident a cause du fait qu'un produit infini d'ensembles simpliciaux peut 
ne pas avoir le bon type d'homotopie, si les facteurs ne sont pas fibrants (de Kan). Ce 
fait a ete remarque notamment par Jardine dans |M| (qui donne un contre-exemple) . 

Lemma 18.8 Soit {Mi} une collection de categories de modeles fermees (indexee par 
un ensemble). On munit le produit Hi Mi de la structure de categorie de modeles fermee 
produit: les fibrations, cofibrations et equivalences faibles sont les morphismes qui le sont 
par rapport a chaque variable. Soient L(Mi) f des remplacements fibrants (en tant que 
categories de Segal) des localisees L(Mi) de Dwyer-Kan. Alors le morphisme naturel 

i i 

(induit par sa restriction a Hi Mi) est une equivalence. 

24 Techniquement le morphime naturel ici est un morphisme 

M lf (x,y)^L H (M) 

dans la localisee par hamacs voir 4.4 et 7.2. On note que I'argument de 7.2, qu'ils donnent pour 
le cas d'une paire de resolutions x y (cosimpliciale et simpliciale respectivement), marche egalement pour 
fournir le morphisme qu'on cherche ici dans le cas d'une seule resolution. Dans ce qui suit on utilisera 
la notation L(M) mais pour etre techniquement correct (i.e. pour avoir les morphismes qu'on dit) il 
faudrait lire L H (M). 
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Preuve: On note d'abord que l'ensemble des objets est le meme des deux cotes; il s'agit 
done de prouver que le morphisme est (homotopiquement) pleinement fidele. Soient (?/$) 
et (zi) deux objets du produit Hi M^. On choisit pour chaque i une resolution simpliciale 
fibrante Z{ — ■> Zj. On obtient ainsi une resolution simpliciale fibrante 

Oi) ( z *) 

pour le produit. On a done 

LOlMiMO/O.te)) = (II M «)i/((yi),(s8i)) = n(Wv(».«*)) • 

i i i 

D'autre part, pour chaque z le morphisme 

HMJyfazi) -> LiMiYyiy^Zi) 

est une equivalence d'ensembles simpliciaux avec le deuxieme terme fibrant. On a pour 
chaque i 

LiM^/iyi, Zi ) = (MOi/Ci/i.Zi), 

et comme on Fa remarque ci-dessus, les (Mj)i/(yj, z$) sont fibrants. Le produit direct 
d'ensembles simpliciaux fibrants conserve les equivalences d'homotopie |64| , done on a 

n(W)i/(y««i)) s n(( M Oi/(yi 

Notons qu'on a 



n(£Wv(w,*)) = (nw)')v(^ 

i i 

on obtient 1 'equivalence 

(II UMiWyivi, Zi) = L(n M i )i/((yi)> (*))■ 

i i 

Cette equivalence est homotope au morphisme 

LdlMjydyilizi)) - (llLiM^yiy^Zi) 

i i 

du lemme, qui est (par definition) celui induit par le morphisme 

di^)i/(w,N - (n^w)i/(^^)> 

qui envoie les equivalences faibles sur des equivalences. □ 
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Lemma 18.9 Soit M une categorie de modeles fermee. Soit I la categorie avec objets 
0, 1 et un morphisme — > 1, et soit M 1 la categorie des I-diagrammes dans M (qui admet 
une structure de cmf de Reedy, par exemple). Soit L(M) un remplacement fibrant (en tant 
que categorie de Segal) pour L(M). Alors le morphisme naturel 

L(M l ) -> Hom U.UM)') 

( induit par sa restriction sur M 1 ) est une equivalence. II s'agit ici du Horn interne pour 
les 1-precats de Segal. 

Preuve: Une fleche de L(M)' est une classe d'homotopie de morphismes de M, done tout 
objet de Hom (I, L(M)') est equivalent a un objet provenant de M 1 . II s'agit done de 
prouver que le morphisme en question est homotopiquement pleinement fidele. Soient y 
et z des 7-diagrammes de M, i.e. y — (f : yo — > yi) avec yi G M et z = (g : z — > z\). 
On suppose que y est cofibrant pour celle des deux structures de Reedy possibles pour 
laquelle / est une cofibration. Si z est une resolution simpliciale fibrante de z alors on a 

L(M I ) 1/ (y,z)^M( / (y,z). 

On peut ecrire z = (g : zq — > zi). 
D' autre part, 

^om(/,L(M)')i/(l/^) 
represente le foncteur d'ensembles simpliciaux 

K ^ Hom y > z (I x T(K),L(M)') 

ou le terme de droite est le sous-ensemble de morphismes r : I x T(K) — > L(M)' avec 
r |/x{o} = V et r|/ x {i} = z. Un morphisme 

/ x T(K) -> L(M)' 

equivaut (par division du carre en deux triangles — le lecteur est invite a dessiner un carre 
avec d'un cote / : yo — > y± et de l'autre g : z — > z\ et avec des fleches etiquetees K entre 
et zq et yi et z\\ divise en deux triangles par une fleche etiquetee K de yo vers z\) a 
deux morphismes 

T 2 (*, K) — >■ L(M)' 

et 

T 2 (^,*) ^L(M)' 

avec la meme restriction a l'T(i^) diagonal. Les morphismes de restriction des ensembles 
simpliciaux de ces diagrammes, sur l'ensemble simplicial des diagrammes pour la diagonale 



202 



T(K), sont des fibrations. On obtient une formule avec produit fibre homotopique, i.e. 
un carre homotopiquement-cartesien 



ffom(/,L(Af)')i/(y,z) - L(M)x/(y , z ) 

i i 

L{M)y(y x ,z x ) -> L(M) 1/ (y ,z 1 ). 

II y a deux structures de Reedy possibles sur M 1 (on peut choisir deg(0) > deg(l) ou 
l'inverse); on prendra la structure (deg(0) < deg(l)) pour laquelle les objets cofibrants sont 
les cofibrations y$ — > y x entre yi cofibrants. Dans ce cas et pour une resolution simpliciale 
fibrante z (dont le composant z x est en particulier aussi une resolution simpliciale fibrante), 
le morphisme de composition avec / 

M v (yi,z 1 ) Mi/(y ,zi) 

est une fibration d'ensembles simpliciaux (cf la discussion avant ces lemmes). II s'ensuit 
que le carre cartesien d'ensembles simpliciaux 

M( f (y,z) -> Mi/(y ,Zo) 

est aussi homotopiquement-cartesien. Les trois coins du bas et de droite coincident a ho- 
motopie pres avec les trois coins correspondants dans le carre ci-dessus pour les localisees. 
On en deduit l'equivalence 

M( f (y, z) = Hom(I, L(M)')i/(y, z) 
qui donne l'enonce voulu. □ 



Demonstration du theoreme 18.6 



On note que le morphisme en question est essentiellement surjectif par |18.2| . II s'agit done 
de prouver qu'il est pleinement fidele. 

Pour le moment on va supposer que le theoreme est connu pour les categories directes 
ou inverses, i.e. les categories avec fonction "degre" oil toutes les fleches sauf l'identite 
sont strictement monotones pour le degre. Ceci sera justifie ulterieurement (cf point (1) 
ci-dessous). En fait, on fera une premiere passe de notre demonstration pour regler ce cas, 
ensuite la deuxieme passe que nous decrivons maintenant — la raison pour cette contorsion 
etant que pour le cas direct nous avons besoin d'exactement les memes arguments que pour 
le cas general, avec meme quelques simplifications mais pas suflisamment pour justifier, 
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pour nous qui sommes paresseux, de repeter deux fois l'argument; done, on commence 
par la version la plus compliquee (cette manipulation sera mieux expliquee en (1) a la fin 
de la preuve). Nous avons decouvert cette technique qui consiste a considerer d'abord le 
cas direct et ensuite le cas de Reedy dans |59| ou Hirschhorn ou prend soin de traiter le 
cas "direct" independamment d'abord. 

On procedera par recurrence sur la longueur de la fonction degre sur Y. On suppose 
que tous les objets de Y sont de degre < k, et que le theoreme est demontre pour les 
categories de Reedy avec fonction degre de longueur < k — 1. On pose Z := F k ~ l Y , en 
particulier cette hypothese s'applique a Z. 

On notera yi les objets de Y de degre k (l'indice i est dans un ensemble d'indices que 
nous ne mettons pas dans les notations). Pour chacun de ces objets, on note 

Yi := Latch(yi) + {yi} + Matchfa), 

et Zi := Yi HZ = Latch(yi) +Match{y,i). On note que Yi et sont des categories directes 
(ou alors inverses), done on peut supposer que le theoreme s'y applique. 

Soit [0, 1, 2] la categorie associee a l'ensemble ordonne < 1 < 2 et [0, 2] sa sous- 
categorie pleine avec objets et 2. 

Soit M^)' 0,1 ' 2 ] (resp. M(?/j)[ ' 2 ]) la categorie de [0, 1, 2]-diagrammes (resp. [0,2]- 
diagrammes) dans M(?/j). On notera les diagrammes u = (u — >• U\ — > n 2 ) (ou u = (u — > 
u 2 )). 

On a le carre cartesien suivant de categories: 

SectfrJ^M) -> M^) 10 ' 1 ' 21 

I i 
Sect(Zi,J Zi M) ^ M( yi ) [0 ' 2] - 

Le morphisme du haut envoie une section a vers le diagramme 

latch(a,yi) -> crfa) -> match(a,yi). 

Le morphisme du bas envoie une section r au-dessus de Z, vers le diagramme 

latch{r,yi) — > match (t, . 

On notera Sect(Yi, J Y . M) c j la sous-categorie des sections dont la partie directe (i.e. la 
restriction de la section sur Latch(yi) + {yi}) est cofibrante, et la partie inverse (i.e. la re- 
striction de la section sur {yi}+Match(yi)) est fibrante. De meme pour Sect(Zi, f z . M) c j. 

On notera M(^)J,j 1,2 ' la categorie des diagrammes u dans lesquels u est cofibrant, u — > U\ 

est une cofibration, u 2 est fibrant et U\ —>■ 112 est une fibration. On notera M(yi)J,°f' la 
categorie des diagrammes v avec vq cofibrant et Vi fibrant. 
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Le carre ci-dessus donne aussi un carre cartesien 

Sect(Y t ,J Y M) cJ -> M^)! ) 1 ' 21 

I I 
Sect(Z h J Zi M) cJ -> M( Vi ) [ °f. 

Pour chacune de ces categories on a une notion evidente d'equivalence faible — qu'on se 
dispensera de mettre dans la notation des localisees. L'avantage de ce deuxieme carre 
est que les morphismes horizontaux respectent les equivalences faibles (ce qui n'est pas 
le cas pour le premier carre, car les morphismes horizontaux comportent des limites et 
colimites). 

Maintenant on a aussi le carre cartesien de categories 

Sect(YJ Y M) - UiSectiYiJyM) 

i i 
Sect(ZJ z M) - UiSect(Zi,S Zi M). 

Si on note Sect(Y, J Y M) c j la sous-categorie des objets cofibrants et fibrants pour la 
structure de Reedy (avec la notation analogue pour Z) alors on obtient le carre cartesien 

Sect(YJ Y M) cJ - UiSectiYiJyM)^ 

I I 
Sect(ZJ z M) cJ - UiSect(Zi,S Zi M) Ctf . 

Ici encore, les morphismes horizontaux respectent les equivalences faibles. II en decoule 
le carre cartesien 

Sect(YJ Y M) cJ -> UiM( yi ) [ ^ 2] 

i i 

Sect(ZJ z M) cJ - UiM( yi ^f. 

Soit N l'une des categories de modeles dans le carre cartesien precedent (soit l'un 
des facteurs d'un produit, soit le produit), et soit N c j sa sous-categorie definie ci-dessus. 
Sous l'hypothese des factorisations fonctorielles, il existe un foncteur ( : N — > N c j et une 
transformation naturelle t u : ((u) —> u. Ce foncteur respecte les equivalences faibles et les 
t u sont des equivalences faibles. En particulier, il etablit une equivalence L(N c j) = L(N). 

Soient a, r G Sect(Y, J Y M) c j, et notons a\ z , t\z, cr l 012 , Tq 12 , et <7q 2 , Tq 2 leurs images 
respectivement dans Sect(Z, J z ~M.\ z ) c ,f, M(yj)[!j' 2 ', et M(yj)|,j 2 '. On pretend que le carre 
(*) 

L(Sect(Y, J Y M) c j)i/(o, r) -> IL £(M(yi)jjj' 2 ')i/(<7^ 12 , r< 12 ) 
I I 
L(Sect(Z, J z M| z ) C|/ ) 1/ ((tU, r| z ) - II* L(M( yi )5 2] )i/«, r^ 2 ) 
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est homotopiquement-cartesien. 

Supposons qu'on a montre que (*) est homotopiquement-cartesien, et terminons la 
demonstration du theoreme. On a un carre homotopiquement-cartesien 

Sect(Y, J Y L(M)) 1/ (a, r) - Ui L(M(y t )) [ ^' 2] (^ 12 , r \ 2 ) 

I I 

Sect(Z, J z L(M)\ z )y(*\ z , t\ z ) - ft IlMfe))^ 21 ^, r* 2 ), 

ou pour les produits directs on prend d'abord des remplacements de Kan des ensembles 
simpliciaux (i.e. on prend les produits directs homotopiques) . Pour justifier ceci, on 
fait une version "homotopique" pour les L(M) de la discussion des diagrammes sur les 
categories de Reedy, en utilisant la notion d'adjoint homotopique du §8. Voir aussi dans 
la demonstration du theoreme |18.2| . Nous ne donnons pas plus de details sur ce point. 



Le morphisme du carre (*) dans celui-ci induit une equivalence sur les trois termes 
en bas et a droite. En effet, pour Z on suppose connu le theoreme par recurrence, et 
a droite il s'agit de diagrammes indexes par des categories directes [0, 1, 2] et [0, 2] — que 



nous supposons deja traitees. Par le lemme |18.8| , les produits directs dans le carre (*) 
sont des produits directs homotopiques. 

Le fait que les deux carres soient homotopiquement-cartesiens implique alors que le 
morphisme 

L(Sect(Yj M) cJ ) 1/ (a,r)^Sect(Yj L(M)) V (<7, r) 

est une equivalence, ce qui demontre l'etape de recurrence. 

Pour finir la demonstration, nous devons: (1) justifier l'hypothese que le theoreme 
est connu pour les categories directes (de longueur finie, c'est ce qu'on utilise dans la 
demonstration ci-dessus); (2) montrer que le carre (*) ci-dessus est homotopiquement- 
cartesien; et (3) justifier le passage a la limite sur le k des F k Y pour une categorie de 
Reedy Y avec fonction degre non-bornee. 

Pour (1), supposons maintenant qu'on veut demontrer le theoreme pour une categorie 
directe Y (de longueur finie). On procede de la meme fagon par recurrence sur la longueur 
de Y, et on recopie les etapes de la demonstration ci-dessus. Le seul changement est que 
les categories Match(yi) sont vides et done les termes match(a,yi) n'apparaissent pas. 
En particulier, on peut remplager la categorie des diagrammes M^j)^' 1 ' 2 ' de longueur 3, 
par une categorie de diagrammes Md/j)' 0,1 ' de longueur 2; et la categorie des diagrammes 
M^j)^' 1 ] devient juste M(yj). Ceci veut dire qu'a la fin on est ramene a considerer le cas 
de M^j)! ' 1 !, autrement dit le cas des diagrammes indexes par Y = I = [0, 1] a valeurs 
dans une categorie de modeles fermee fixe M = M(?/j). Ce cas a ete traite par le lemme 



Pour (2), on va encore utiliser la methode des resolutions. D'abord, on peut supposer 
que a est fibrant et cofibrant, ainsi que r. On choisit une resolution simpliciale r — > t et 
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on peut supposer que t est fibrant et cofibrant en tant qu'objet simplicial i.e. 

t G Sect(Y, M) A °. 

Notons ici qu'il s'agit d'iterer deux fois l'operation qui consiste a "prendre la structure 
de Reedy": d'abord on a pris la structure de Reedy sur Sect(Y, J Y M) et ensuite, par 
rapport a cette structure, on a pris la structure de Reedy sur les diagrammes simpliciaux 
la-dedans. 

En particulier, pour tout p G A, t(p) G Sect(Y, J Y M) est a la fois fibrant et cofibrant, 
done on a 

tG [Sect(Y : J Y M) c j} A °. 

Les images t\ z , t l 012 , et t l 02 , qui sont des objets simpliciaux dans les autres cmf N appa- 
raissant ci-dessus, sont en fait des objets simpliciaux des N c j. 

II faut fixer une structure de cmf sur M(?/j)' 0,1 ' 2 ' et sur M(t/j)' 0,2 ]. Pour cela, on utilisera 
une structure de Reedy sur [0, 1, 2] pour laquelle l'objet 1 est de degre maximal; done la 
fleche 01 est directe, et 12 est inverse. Maintenant il y a un choix a faire quant a la 
fleche 02: nous allons choisir de dire que e'est une fleche directe, ce qui correspond a dire 
deg(0) < deg(2) (il faut faire "pencher" la fonction degre d'un cote ou de l'autre). La 
structure correspondante sur M(2/j)' ' 2 ] consiste a dire encore que la fleche 02 est directe. 
Avec ce choix, un objet de M(?/j)[ ' 2 l est fibrant si et seulement si ses composantes sont 
fibrantes, tandis qu'un objet est cofibrant si et seulement si ses composantes sont fibrantes 
et la fleche 02 est une cofibration. Un objet de Mf^)' 0,1 ' 2 ] est fibrant si et seulement si 
ses composantes ainsi que la fleche 12 le sont; et un objet est cofibrant si et seulement si 
ses composantes ainsi que les fleches 01 et 02 le sont. 

On a toujours que Tq 12 et V 012 sont des objets fibrants (de meme pour Tq 2 et V 02 ). 
Par contre, a l Ql2 et a l 02 ne sont plus cofibrantes car on ne peut pas garantir que la fleche 
°o — *■ °2 s °it une cofibration. Pour arranger cela on choisit un remplacement cofibrant 
o"q 12 — > (Tq 12 de la maniere suivante: on choisit un diagramme 

a\ -> or* 

T / I 

a\ -> a\ 

avec une fibration triviale a droite, et une cofibration en diabonale. Le morphisme de 
gauche reste une cofibration et on ne dit rien du morphisme du haut. Le compose a\ — > a\ 
devrait etre celui qu'on a deja. On pose 

^012 •= F0 -> °\ -> a 2\- 
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Le carre d'ensembles simpliciaux 



012) 



i 



est cartesien. De meme le carre 

I I 

est cartesien et en composant avec le produit sur i des carres precedents on obtient le 
carre cartesien (**) d'ensembles simpliciaux 

Sect(Y, f Y M)i/((7, t) - niM^M^,^) 
I I 
S , ect(Z,^MU) 1/ ((T| z ,t| z ) -> n 4 M(^)f; 2l (^ 2 ,ty. 

Ce carre est equivalent au carre (*) (pour trouver le morphisme entre carres, notons de 
fagon generate que si (C, W 7 ) est une categorie avec sous-categorie "d' equivalences" et si 
x, y en sont des objets, avec un objet simplicial augmente y — > y tel que pour tout p le 
morphisme y — > y(p) soit dans W 7 , alors on obtient un morphisme naturel d'ensembles 
simpliciaux Cy(x,y) — > L H (C, W)i/(x, y) ou L H est la localisation par hamacs P3| ; 
on applique ceci aux categories C = N c j qui apparaissent dans (*)). 

Done pour (2) il suffit de voir que (**) est homotopiquement-cartesien, done il suffit 
de voir que pour tout i le morphisme 

M^^fe,^) - M( yi )f; 2] (4 2 ,ti 2 ) 

est une fibration de Kan. 

Pour ceci on va simplifier la notation: on prend une cfm M et deux diagrammes 
x,y E Aft ' 1,2 ! plus une resolution simpliciale fibrante y — ► y. Pour ceci on munit (comme 
avant) M^ 1 ' 2 ! d'une structure de cmf telle que les objets fibrants soient les diagrammes 
d'objets fibrants avec le deuxieme morphisme 12 fibrant, et les objets cofibrants sont les 
diagrammes d'objets cofibrants avec les morphismes 01 et 02 cofibrants. Pareillement 
on munit M^ ' 2 ^ de la structure pour laquelle les objets cofibrants sont les diagrammes 
d'objets cofibrants avec une cofibration en 02. 

Notons i le morphisme [0, 2] "—>■ [0, 1, 2]; on a le foncteur 

•* . M [0,l,2] M [0,2] 
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et son adjoint a gauche i\. Cet adjoint a la description concrete suivante. Si u — (u — > 
u 2 ) e Ml ' 2 ' alors 

i,(u) = [ Mo ^u ^u 2 ] e M' 0,1 ' 2 '. 
Si x est un objet cofibrant de M' 0,1 ' 2 ' alors le morphisme d'adjonction i\i*x — > x est 

[x ^ x -> x 2 ] -> [x -> X! -> x 2 ] 

qui est une cofibration. 

^(t*x,i*y)=M{ / 1 ^(< I <*x,y). 
Le morphisme en question est done le morphisme induit par ia*x — > x, 

Mf > / 1 > 2 \x,y)^Mf > / 1 > 2] (i l i*x,y). 

Si x est cofibrant alors la cofibration i\i*x — > re induit ici une fibration de Kan d'ensembles 
simpliciaux, ce qui montre que (**) est homotopiquement-cartesien, d'ou la meme chose 
pour (*) ce qui donne (2). 

Au passage, l'argument ci-dessus montre que si a et r (resp. t) sont des sections 
cofibrantes et fibrantes (resp. est une resolution simpliciale fibrante et cofibrante) alors le 
morphisme 

SectiY, f M)i/(cr,t) -> Sect(Z, f M| z ) v (<7,t) 

est une fibration de Kan. 

Pour (3) on fixe maintenant une categorie de Reedy Y avec fonction degre non- 
necessairement bornee. On fixe un remplacement fibrant 

j' Y L{M) -> Y 

ce qui determine des remplacements fibrants par restriction 

f L{M)\ FkY -> F k Y. 

J F k Y 

Dans ces conditions, SectiY, J Y L(M)) est la limite de la suite 

. . . -> Sect(F k Y, [' L(M)\ FkY ) -> Sect(F k ~ 1 Y, f L(M)\ F k-i Y ) 

et les morphismes de transition dans cette suite sont des fibrations de 1-categories de 
Segal. D'autre part, fixons des sections <r et r dans SectiY, j Y M), avec er cofibrante, et 
fixons une resolution simpliciale fibrante r — > t. On a que 



Sect(F, / M) v ((7,t) 

J Y 



209 



est la limite de la suite d'ensembles simpliciaux 



Sect(F k Y, 



L 



F k Y 



M|^fcy)i/(<j|^fcy, t|^fcy) 



Par l'argument donne pour (2), les morphismes de transition de cette suite sont des 
fibrations de Kan. Cette suite est, terme a terme equivalente (par le meme argument) a 
la suite 



et ces equivalences etant fonctorielles on obtient une equivalence de diagrammes entre 
les deux suites (en fait, pour bien avoir un morphisme ici il conviendrait d'utiliser la 
localisation par hamacs L H au lieu de L). Le fait que les morphismes de transition dans 
les deux cas soient des fibrations de Kan implique que le morphisme sur les limites est 
une equivalence 





Or 




d'ou la partie (3). 



Ceci termine la demonstration du theoreme 18.6 . 



□ 
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19. La descente pour les prefaisceaux de Quillen a 

gauche 



On va prouver un theoreme de descente pour un prefaisceau de Quillen a gauche, 
qui donnera des conditions pour que L(M) soit un champ. Nous avons trouve cete 
demonstration a partir du cas des complexes. Le probleme principal pour ce resultat est 
qu'on doit partir d'une section faible de L(M) qui peut etre, a priori, assez "sauvage". 
Dans les chapitres precedents nous avons trouve une serie de resultats qui permettent de 
"domestiquer" une telle section, i.e. de se ramener au cas d'une section de /M au lieu 
d'une section de J'L(M). 

Le travail maintenant consiste a demontrer qu'une section de / M descend sur l'objet 
de base. Cette derniere partie est en realite deja bien connue, par exemple on sait prendre 
le complexe simple associe a un complexe cosimplicial, voir Deligne |26[]. On conjecture 
que c'est ce probleme qui a ete aborde dans les "papiers secrets" de Deligne auxquels Illusie 
fait reference dans [|52]| . C'est aussi le sujet de l'expose de B. Saint-Donat sur la descente 
cohomologique dans SGA 4 ([§). La methode dans tous les cas est de commencer avec une 
section a dans Sect eq (A, J A M) (dans SGA 4 cet ensemble de sections s'appelle r cocart ( )) 
et de la "descendre" via 1' augment at ion, en appliquant le foncteur "image directe" que 
nous noterons (p*. Le probleme est de verifier que cela repond bien au probleme de 
descente, i.e. que (p*((p*cr) est equivalente a a. 

Voir la fin de ce chapitre pour une comparaison plus detaillee entre notre discussion 
et celle de SGA 4. 

Au debut de ce numero on va etudier un prefaisceau de Quillen a gauche M sur (A + )°. 
Si p — > q est un morphisme de A + alors le foncteur de restriction (i.e. le foncteur de Quillen 
a gauche) va dans le sens M(p) — > M(g). Ici A + est la categorie A augmentee par un 
objet initial qu'on notera l. Sauf en cas de confusion possible, on evitera la notation M|a° 
et on designera aussi cette restriction par M. 

On fera l'hypothese (o) suivante: 
(o)' Que chaque M(y) admet des limites et colimites petites arbitraires, et factorisations 
fonctorielles; 

(o)" que tout objet de M(y) est cofibrant; et 

(o)'" que Sect(A + , J A+ M) et Sect (A, J A M) admettent des structures de cmf de type 
(II) (du Theoreme |17.1| ) engendrees par cofibrations. 

L'hypothese (o)" que tout objet est cofibrant est la par pure commodite et evidemment 
inessentielle. La structure de type (II) de l'hypothese (o)'" pourrait probablement etre 
remplacee, dans notre argument, par une structure de Reedy. Par contre, l'hypothese (o)' 
(qui par ailleurs est devenue standard cf JS^J |30| pD[ ) et en particulier la fermeture de 



M(i) par petites limites — par exemple, par limites indexees par A — est essentielle et le 
theoreme |19.4| ci-dessous ne serait probablement plus vrai sans cette condition. 
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On munit Sect(A, J A M) de sa structure de cmf de type (II) de l'hypothese (o)". Le 
foncteur "section constant" 

if* : M(l) -> Sect(A, f M) 

J A 

est alors un foncteur de Quillen a gauche, et son adjoint a droite qu'on notera (qui 
existe d'apres l'hypothese (o)') est un foncteur de Quillen a droite. 

On peut decomposer ip* de la maniere suivante. L'adjoint des restrictions fournit un 
morphisme 

r* : Sect(A, f M) -> M( t ) A 

JA 

En composant ensuite avec le foncteur /im : M(i) A — > M(t) on obtient 

V?* : Sec*(A, / M) -> M(t), 
</?*(<j) := limner. 

On note qu'un objet fibrant pour la structure de type (II) est aussi fibrant pour la 
structure de Reedy (qui existe automatiquement sur les sections). En outre r trans- 
forme les objets fibrants en objets fibrants (e'est un foncteur de Quillen a droite car 
compose d'adjoints de restrictions). Done, pour a G Sect(A, J A M)/, ip*(a) est equivalent 
a holim^r^a. 

On veut montrer que ip* induit une equivalence 

L(V?*) : L(M(i)) = L(Sect cq (A, f M)). 

J A 

On commence par l'observation suivante. On garde pour ce lemme l'hypothese de com- 
modite que tous les objets sont cofibrants, mais elle n'est certainement pas essentielle. 

Lemme 19.1 Soient N et M des categories de modeles fermees et : N — > M, (p* : 
M N une paire de foncteurs adjoints, oil ip* est un foncteur de Quillen d gauche 
et ip* un foncteur de Quillen a droite. Supposons que tous les objets de M et de N sont 
cofibrants. Supposons que pour tout objet x G M , le morphisme d'adjonction x — > (p*(ip*x)' 
est une equivalence (oil ((p*x)' est le remplacement fibrant de ip*x). 
Alors le foncteur 

L(<p*) : L(M) -> L(N) 

est pleinement fidele, avec image essentielle constitue des objets fibrants y G iV tels que 
(p*(<p*y) — > y soit une equivalence, et avec £(</?*) pour inverse sur cette image. 
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Preuve: Soit N' C Nf la sous-categorie des objets fibrants y tels que <p*(<p*y) — > y soit une 
equivalence. On note que iV' est stable par equivalence dans Afy (i.e. si z E Nf et y £ N' 
avec z = y alors z G A 7 "'). Par le principe |8.2| , (A/"', Wjv* HAT') admet un calcul de fractions 
homotopique, et la localisee L(N', W^ f fl N') est une sous-categorie simpliciale pleine de 
L(Nf,WN f ) = L(N, Wn). Par Corollary 3.6, les foncteurs y?* et (p* etablissent une 
equivalence entre L(M, W M ) et L(N', W N ON'). □ 

Retournons a la situation precedente. On va appliquer le lemme a la paire de foncteurs 
</?*, ip* definis precedemment. Si a G Sect (A, J A M) est equivalente a <p*(x) pour x G M(t) 
alors les morphismes cr r (/) sont des equivalences, i.e. a est dans Sect eci (A, f A M). 

On va conserver l'hypothese (o) ci-dessus. En plus, on va supposer qu'on a les deux 
proprietes suivantes: 

(i) un morphisme a de M(t) est une equivalence si et seulement si (p*(a) est une equiva- 
lence; et 

(ii) pour tout a G Sect e<i (A, J A M)/, le morphisme d'adjonction ip*ip*(a) — > cr est une 
equivalence. 

On peut remarquer que la propriete (i) est equivalente a la condition: 
(i)' un morphisme a de M(t) est une equivalence si et seulement si sa restriction a M(0) 
en est une. 

Alors pour x G M(t) la propriete (ii) s'applique a tp*{x)' (le remplacement fibrant de 
<p*(x)), done le morphisme ip*(p*(ip*(x)') — > ip*(x)' est une equivalence. Le compose 

^{x)^ t p*^*{x)')^^{x)' 

est egal a l'equivalence faible f*{x) — * ip*(x)' du remplacement fibrant. Le premier 
morphisme est done une equivalence faible, mais ce morphisme est <p*(a) oil a est le 
morphisme d'adjonction a : x — > tp*ip*(x). L'hypothese du lemme est done verifiee; il 
s'ensuit que L{ip*) est pleinement fidele. D'autre part, la condition (ii) ci-dessus identifie 
l'image de L({p*) comme la localisee de Sect eq (A, J A M). 

On note comme plus haut que (i) est equivalente a la condition selon laquelle un 
morphisme a de M(t) est une equivalence si et seulement si sa restriction a M(0) en est 
une. On a obtenu le 



Corollaire 19.2 Soit M un prefaisceau de Quillen a gauche sur (A + )° qui satisfait les 
conditions ci-dessus qu'on rappelle: 

(0) chaque M(y) admet des petites limites et colimites arbitraires, et des factorisations 
fonctorielles; tout objet de M(y) est cofibrant; et Sect(A + , f A+ M) et Sect(A, J A M) ad- 
mettent des structures de cmf de type (II) (du Theoreme \17.1 ) engendrees par cofibrations. 

(1) un morphisme a de M(t) est une equivalence si et seulement si sa restriction a M(0) 
en est une; et 
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(ii) pour tout o E Sect eq (A, J A M)/, le morphisme d'adjonction <^*<^*(cr) — > a est une 

equivalence. 

Alors le morphisme 

L(MU)) -> L(Sect eq (A, / M)) 

JA 

est une equivalence de categories simpliciales. 

□ 



On aborde maintenant le cas d'un prefaisceau de Quillen sur un site. Soit X un site 
admettant des produits fibres et suffisamment de sommes disjointes (voir §15) et soit M 
un prefaisceau de Quillen a gauche sur X. Si / : X — > Y est un morphisme de X alors 
on note 

/* : M(Y) -> M(X) 

la restriction resf, et /* son adjoint a droite. 

On fait l'hypothese que L(M) est compatible aux sommes disjointes |15.2| . On presente 
d'abord un critere qui permet de verifier cette hypothese. Si U = {U a } est une famille 
d'objets de X, on pose 

M(U):=HM(U a ). 

a 

Ceci a une structure de cmf. Le morphisme de restriction fournit un morphisme 

r* u : M(IW) -> M(W), 

qui est un foncteur de Quillen a gauche, dont on note ru,* l'adjoint a droite. 

Corollaire 19.3 On suppose que, pour toute famille U d'objets de X (de taille < (3), et 
pour tout u dans M(Z/) ; le morphisme d'adjonction 

r u r uA u ) u 

est une equivalence faible. On suppose en outre que, pour toute famille U comme plus 
haut, un morphisme a de M(LTZY) est une equivalence faible si et seulement si r^(a) en 
est une. Alors L(M) est compatible aux sommes disjointes. 

Preuve: Ceci est une caracterisation bien connue des equivalences de Quillen. Par ailleurs, 
c'est un corollaire du lemme 119.11. □ 



L'enonce du theoreme suivant, deja corrige dans la version 2 du papier par l'addition 
de l'hypothese (4), est corrige dans la presente version 3 par l'addition de l'hypothese (5). 
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Theoreme 19.4 Supposons que X est un site qui admet des produits fibres et suffisam- 
ment de sommes disjointes compatibles aux produits fibres. Soit M un prefaisceau de 
Quillen sur X . On suppose que M satisfait les trois proprietes suivantes: 

(0) chaque M(y) admet des petites limites et colimites arbitraires, et des factorisa- 
tions fonctorielles; tout objet de M(y) est cofibrant; et pour tout foncteur y — > X de 
1-categories, Sect(y, JyTS/L\y) admet une structure de cmf de type (II) engendree par cofi- 
brations. 

(1) Pour tout X de X et toute famille U = {U a ^ X} couvrant X (ou verifiant X = JIU ) 
un morphisme a de M(X) est une equivalence faible si et seulement si sa restriction p*(a) 
a M(C/ a ) est une equivalence faible pour tout a; 

(2) si X = 11U est la somme disjointe d'une famille U = {U a } alors le morphisme 
d 'adjonction 

furu,*u — > u 

est une equivalence faible pour tout u G M(W) := JIq M({7 a ); 

(3) le prefaisceau M est cartesien en ce sens que pour tout diagramme cartesien d'objets 
de X 

Y x x Z S Z 

P | | r 

Y AX 
et pour tout u dans M(F). V application naturelle 

r*s*(w) q*p*(u). 

est une equivalence faible; 

(4) les morphismes de restriction du prechamp localise L(M) preservent les limites ho- 
motopiques (on note que ces morphismes preservent automatiquement les colimites homo- 
topiques car M est de Quillen a gauche); et 

(5) le prechamp de Segal L(M) est un protochamp, c'est-d-dire que pour tout x G X et 
tous m,m' G L(M)(x) le prefaisceau simplicial L(Wl) 1 /(m,m') est un champ sur X/x. 

Alors le prefaisceau de categories simpliciales L(M) est un champ (i.e. 1-champ de 
Segal) sur X . 

Preuve: On montre d'abord a l'aide du corollaire |19.3| que L(M) est compatible aux 
sommes disjointes. Si X = HU a est la somme disjointe de la famille U = {U a } alors on a 
le foncteur 

r* :M(X)^n M (^) 

a 

et son adjoint a droite r^. La condition (1) plus le fait que IA est une famille couvrant X 
impliquent qu'une fleche a de M(X) est une equivalence faible si et seulement si r^(a) est 
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une equivalence faible. La condition (2) donne l'autre partie de l'hypothese du corollaire 
19.3| , et on obtient done que L(M) est compatible aux sommes disjointes. 



On va appliquer |15.8 a L(M). On peut done fixer X e X et une famille couvrant U 



a un seul element p : U — > X. On obtient le foncteur p + W : A + — ► Af defini par 

p + (W)(p) :=Ux x ... x x U (p+1 fois). 

En particulier on a p + (lA)(i) = X. On a le prefaisceau de Quillen a gauche p + (W)*M sur 
(A + )°. On appellera p(W)*M sa restriction a A. Par le corollaire |18.7| (e'est ici qu'on 
strictifie nos donnees de descente) on a 

limp(W)*L(M) = L{Sect eq (A, f p(W)*M)). 



Pour prouver que L(M) est un champ, il suffit, d'apres la proposition |15.8| ((a) + (b)), 
de prouver (b) que le morphisme de restriction 

L(M(X)) -> \imp(U)*L(M) 



est essentiellement surjectif. En effet la condition (a) de 15.8 est l'hypothese (5) du present 
enonce. Done il suffit de prouver que 



L(Mpf)) -> L(^ect eq (A, / p(U)*M)) 

J A 



est une equivalence. Comme on a M(X) = p(W)*M(i), la question ne concerne que la 
restriction p + (W)*M a A + , et on peut appliquer le corollaire |19.2| ci-dessus. On munit 



Sect(A, [ p(U)*M) 

J A 



de sa structure de cmf de type (II) garantie par l'hypothese (0). 

Les hypotheses (0) et (1) impliquent immediatement les conditions (o) et (i) du corol- 
laire pT972| . 



Pour l'hypothese (ii) de |19.2| , soit 

o e Sect cq (A, f p(U)*M) J 

J A 



(e'est notre donnee de descente). On va la descendre en <p*(<r). On va montrer que le 
morphisme d'adjonction 

<p*<p*(V) -> a 

est une equivalence, apres quoi |19.2| s'appliquera pour donner le resultat voulu. 
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N = 7 *(p(ZY)*M). 



Avec la section a on obtient trois sections de J z 



Ax A 



N, notees 



Pl a 7 P*2°> 7*^- 



La troisieme 7*0" est juste la remontee de a via 7; et par exemple pl(a)(a, b) est l'image 
de a(p(U)(a)) par le morphisme 

M(p(W)(a)) - N(a,6) = M(p(W)(a) x x p(W)(6)) 

de restriction via la premiere projection du produit. On a des morphismes 

* * * 

P!<r -> 7 a <- p 2 a 

et notre hypothese que a est une eg-section implique que ces morphismes sont des equi- 
valences faibles (objet par objet au-dessus de A x A). 

On munit Sect (A x A,/ AxA N) d'une structure de cmf qu'on appellera de type fi- 
ll) (ce qui veut dire grosso modo "type (I) en la premiere variable et type (II) en la 
deuxieme") de la fagon suivante. Pour pG Aon munit 



de sa structure de type (II) engendree par cofibrations (d'apres l'liypotliese (0)). Ces cmf 
forment un prefaisceau de Quillen a gauche sur A dont chaque valeur est engendree par 
cofibrations. La categorie des sections de ce prefaisceau de Quillen — qu'on munit de sa 
structure de type (I) du theoreme |17.1| — est exactement Sect(A x A, J AxA N). 

Dans cette structure de type (I-II) , les cofibrations sont les morphismes qui, restreints 
a chaque A x {p}, sont des cofibrations pour la structure de type (I) (i.e. de type HBKQ). 
Par contre, les fibrations sont les morphismes qui, restreints a chaque {p} x A, sont des 
fibrations pour la structure de type (II) (i.e. de type Jardine-Brown- Heller). 

Avec ces structures, le foncteur ("remonte par la premiere projection") 



Sect({p} x A 



I, 



{p}xA 



N|{p}xA 



pi : Sect(A, / p{U)*M) -> Sect(A x A, 




N) 
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preserve les cofibrations, i.e. c'est un foncteur de Quillen a gauche. Son adjoint a droite, 
qui existe d'apres (0), et qu'on notera 

pi,. : Sect(A x A, / N) -> Seci(A, / p(U)*M) 

JAxA JA 

est un foncteur de Quillen a droite. C'est l'analogue de p* pour la situation relative a la 
premiere projection. 

On va prouver l'assertion suivante: le morphisme naturel 

est une equivalence. Pour cela, on va utiliser les conditions (3) et (4) du theoreme. La 
phrase correspondante a cette assertion dans la premiere version du papier etait incorrecte; 
c'est pour corriger l'argument qu'il a fallu rajouter l'hypothese (4). Pour la preuve, on 
commence par rappeler que 

</?*(<t) = lim r*(<r) 

ou 

n(a) E M(X) A . 

La limite dont il s'agit est homotopique (cf la discussion au debut de ce chapitre). 
On a une fleche 

£ : (p* lim r*(cr) — > holim/^p*r if {a) 
et la condition (4) du theoreme signifie que t est une equivalence. Ici, 

p*n(a) e Sect(A, f p(U)*M) A , 

J A 

et l'occurence de A suivant laquelle on prend le holim est celle qui figure en exposant (et 
qui correspond a la variable notee b plus haut). 

D'autre part, la condition (3) du theoreme signifie que la fleche naturelle 

<p*r*(cr) -> r^p* 2 (a) 

est une equivalence objet-par-objet au-dessus de A x A, ou la notation designe le 
morphisme induit par les adjoints des restrictions 

n * : Sect(A x A, / N) -> Sect(A, p(U)*M) A . 

JAxA 

Pour voir cela, Axons (a, b) G A x A. Alors la fleche en question au point (a, b) est la 
fleche naturelle entre les deux composes dans le diagramme suivant: 

N(a,6)= M(p(U)(a)x x p(U)(b)) ^ M(p(U)(a)) = p(U)*M(a) 

pi] T f* 

p(U)*M(b)= M(p(U)(b)) ^ M(X) =p(U)*(i). 
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La condition (3) du theoreme dit exactement que cette fleche est une equivalence. 

On montre plus bas (comme dans la version initiale) que Pi^p^i^) es ^ 1 & li m ite homo- 
topique (le long de A) de r^p^cr). Done l'equivalence donnee ci-dessus par la condition 
(3) implique que 

Pi,*p2i a ) — holim(p*r*(cr). 
La fleche en question dans l'assertion est done equivalente a la fleche £. 

D'autre part, les holim dans Sect(A, p(W)*M) se calculent objet-par-objet au-dessus 
de A. On peut voir cela en utilisant la structure (I) du theoreme |17.1| . L'hypothese (4) 
implique que tp* composee avec n'importe quelle restriction sur un objet de A, commute 
aux limites homotopiques. II ensuit que ip* commute aux limites homotopiques. On 
conclut que £ est une equivalence, ce qui donne l'assertion. 

Pour le reste de la presente demonstration on reprend la premiere version du papier. 
Plus loin, dans les sections 20 et 21, nous aurons a verifier l'hypothese (4) du theoreme 
lors de son utilisation. 

Soit f le foncteur "remplacement fibrant" pour la structure de type (I-II) sur les 
sections de N. Le foncteur pi^ o f est invariant par equivalence done on obtient des 
equivalences 

Pl,J(Pl°) ->-Pl,* f (7*c) ^Pl,*f(P2Cr)- 

Sous l'hypothese que a est fibrant (pour la structure de type (II)), on a que p* 2 o est fibrant 
pour la structure de type (I-II), et done 

P\,*pVkP) Pi^Pli* 7 ) 

est une equivalence. Notons que cela implique que Pi^p^a) est une limite homotopique 
de ri^p^cr)- D'autre part on a le morphisme d'adjonction 

et encore 

a — > p h Jpl<j. 

Leur compose est le morphisme de gauche dans le carre (*) 

(p*<p*((x) -> Pi,*P* 2 {a) 

I I 
Pi,*P*i( a ) Pi,*7*(o-)- 

Les autres morphismes se deduisent des morphismes anterieurs. 
a-fait evident que ce carre commute. Pour le prouver, posons rj 
d'abord le carre (**) 

t*T] -> p* 2 a 

i i 
p\a -> 7*<t, 



C'est un fait pas tout- 
:= <^*(o") et considerons 
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ou 

t*r] :=pl<p*ri = p* 2 <p*r}- 

Ce carre (**) commute. Pour le voir, notons P a le produit fibre de a + 1 exemplaires de 
U au-dessus de X correspondant a a e A; et notons [x — > y]* et [x — > y]* les foncteurs de 
restriction et leurs adjoints. Notons qu'on a 

Py(a,6) — P a Xx Pb 

et 

77 = Hm[P a ->X],(<7(a)). 

Notons f a : 77 — > [P a — > X]*(o"(a)). les morphismes structured correspondants. Les mor- 
phismes de transition dans la limite proviennent par exemple des morphismes structured 
de a comme 

[P a x x P b ^ P a ]>(a)) - (7(7(0, 6)), 

qui donne 

[P a - X]*(<T(a)) - [P a x P 6 ^ X]*[P a x x P b - P a ]>(a)) 
->[P a xP 6 ->X]*(j(7(a,6)). 

On obtient que le compose 

v h[P a ^ XUa(a)) [P a xP b ^ X] # (T( 7 (a,6)) 

est egal au morphisme / 7 ( a ,6)- Le compose en question est l'adjoint de la composante 
en (a, 6) du compose inferieur dans le carre (**). II s'ensuit que ce compose est egal au 
morphisme diagonal naturel 

?y — > 7 ^ 

dont la composante en (a, 6) est l'adjoint de / 7 ( a ,&)- P &r symetrie, le carre (**) commute. 

En appliquant au carre (**) l'operation p ljH , on obtient un carre qu'on peut composer 
avec le carre de naturalite des morphismes d'adjonction 

ip*r] -> pi,*p{(p*ri 
i i 
° -»• 

pour montrer que le carre (*) commute. 

En appliquant l'operation "remplacement fibrant" au milieu sur la ligne en bas on 
obtient (par naturalite de la transformation naturelle u — > fu) le carre (*)' 

if*r] -> pi,,p5(<r) 

I I 

Pi,*fpt(<r) -> Pi,,f7*(<r) 
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qui commute. Or, ici, on sait deja que les morphismes en haut, a droite et en bas sont des 
equivalences. Par "trois pour le prix de deux", le morphisme a gauche est une equivalence. 
Rappelons que c'est le compose 

V?*v?*(cr) = Lp*r] -»• a -> Pi,*fp*(<T). 

En somme, pour prouver que notre morphisme d'adjonction 

ip*ip*((r) — > a 

est une equivalence, il suffit de prouver que le morphisme 

cr ^p li Jp* 1 (a) 

en est une. 

Ce dernier fait releve de l'algebre homologique ou homotopique plus ou moins standard. 
On indique brievement l'argument, en faisant reference a Illusie |62|] Q (qui lui-meme fait 
reference a des "papiers secrets" de Deligne — mais le lecteur pourra prouver le resultat 
en question tout seul). Posons 

P m := p{U)(m) = U x x • • • x x U. 

On utilisera les notations [x — > y\* et [x — > y]* pour le foncteur de restriction et son 
adjoint entre M(y) et M(sc), correspondant a un morphisme x — > y. D'autre part on 
travaille dans X jX done on peut supprimer l'indice X pour le produit fibre au-dessus de 
X. Avec ces notations, pour (a, b) G A x A on a 

{p{a){a,b) = [P a x P b ^P a ]*a(a). 

On obtient l'objet cosimplicial de M(P a ), avec indice (co)simplicial b 

C a , b := [P a xP b ^ P a ]*[P a xP b ^ P a ]*a(a). 

On a 

(pi t Jpla)(a) = holim beA C a)b . 

Notons e : P a x P — > P a la projection. On peut decomposer la projection P a x P b — > P a en 
produit de 6 + 1 exemplaires de e. On note e* et e* les fonctorialites pour M par rapport 
a e. En utilisant la formule donnee par l'hypothese (2) du present theoreme, on a 

C a , b = (e*e*) b+ V(a). 

25 Le lecteur prendra garde que la signification de notre exposant + (e.g. A + ) differe de celle de 
Q — c'est plutot exactement l'inverse. 
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En particulier, cet objet cosimplicial de M(P ) est la resolution cosimpliciale standard de 
a (a) fournie par le couple de foncteurs adjoints e*,e* — cf Illusie ]62| §1.5. Le theoreme 
1.5.3 de loc cit. implique que Fob jet cosimplicial augmente 

eV(a) -> e*C a ,_ 

de M(P a x P ) est "homotopiquement trivial". D'apres |§2] (1.1.5 et le descriptif pour 
1.5.3) ceci veut dire qu'il y a un morphisme 

e*C a ,_ -> eV(a) 

tel que le compose 

e *C a> _ - e *C a ,_ 

soit homotope (au sens de |62] 1.1.5) a l'identite (l'autre compose etant lui-meme l'iden- 
tite). 

II y a une section 

s:P a ^P a xP 

(diagonale en derniere variable), et en appliquant s* a l'objet cosimplicial augmente ci- 
dessus, on obtient (avec la formule s*e* = 1) que l'objet cosimplicial augmente 

a (a) -> Ca- 
de M(P a ) est homotopiquement trivial. II en resulte (car holim transforme les homotopies 
de |62| 1.1.5 en homotopies a la Quillen |8^] pour la structure de cmf de M(P a )) que le 



morphisme 

holimb e /^a(a) — > holim^&C a f> 

admet un inverse a homotopie (de Quillen) pres. Ceci implique que c'est une equivalence 
faible. On note que 

a (a) — > holimb£AO~(a) 

est une equivalence. Pour ceci on renvoie au resultat de Hirschhorn ( [j59[| Theorem 19.5.1) 
qui implique que la holim d'un diagramme constant (dans n'importe quelle cmf qui sat- 
isfait (0) par exemple), prise sur une categorie dont le nerf est contractile (tel est le cas 
pour A), est equivalente a la valeur prise sur le diagramme. 
On conclut qu'on a une equivalence 

a (a) A holim b! z A C a , b 

ce qui termine la demonstration. □ 
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Remarque: On pourrait penser que si M est une categorie de modeles fermee fixe 
admettant des limites et colimites arbitraires, alors le prefaisceau constant M a valeurs 
dans M verifie les hypotheses du theoreme pour une topologie quelconque Q. Pourtant 
L(M), qui est le 1-prechamp de Segal constant a valeurs L(M), n'est pas en general un 
champ. La raison en est que L(M) n'est pas compatible aux sommes disjointes. 

Exercice: Reecrire l'enonce et la demonstration du theoreme |19.4| avec des structures 
de type Reedy au lieu de type (II); sans l'hypothese que tous les objets des M(i/) soient 
cofibrants; et avec les morphismes des hypotheses (2) et (3) supposes etre des equivalences 
faibles seulement quand il s'agit d'objets cofibrants et fibrants. 

On precise que les auteurs n'ont pas fait cet exercice. 



Comparaison avec SGA 4 



On compare ici notre resultat du present chapitre avec celui de l'expose Vbis de SGA 4 
||] de Saint-Donat (d'apres des "notes succinctes" de Deligne). 

La premiere remarque a faire est que nous considerons la situation "instable" via nos 
cmf quelconques, tandis que M est consacre a la descente des complexes ce qui correspond 
a l'homotopie stable. Neanmoins, le cadre est tres proche, et l'application qui nous a 
motives est justement l'exemple des complexes. Pour faire cette transcription on note 
que dans (4| il s'agit d'une famille de topos anneles indexee par la categorie de base; on 
peut retrouver le cadre "famille de cmf" en prenant la famille des cmf de complexes de 
modules sur les anneaux structurels dans les topos fibres (on n'entre pas dans les details 
d'une demonstration potentielle de la presente assertion). L'objet D + (T(E), A) de |§] 
Vbis 2.2.7 est l'analogue de notre Sect(A, J A M); et la sous-categorie pleine dont il s'agit 
dans H] Vbis 2.2.7 (des sections dont les cohomologies sont cocartesiennes) correspond a 
notre Sect cq (A, J A M). 

Dans le cadre de la descente des complexes (i.e. pour l'application au §21) on peut 
tres bien substituer l'argument de M a notre argument du present chapitre. Cependant, 
il est a noter que notre theoreme |19.4j comporte aussi un volet "strictification des donnees 
de descente" concretise dans l'utilisation du corollaire |18.7| . Ce volet n'a pas de contre- 
partie dans 0] oil on part d'une "donnee de descente" qui est deja un complexe dans le 
topos des sections, c'est-a-dire d'une famille stricte de complexes. On ne disposait pas a 
l'epoque du langage des oo-categories qui nous permet d'introduire la notion de donnee 
de descente faible. 

Quant a la methode pour descendre une donnee stricte, l'argument de j|] pour le cas 
des complexes est un devissage par troncation du complexe, permettant de traiter les 
objets de cohomologie un a la fois. En partant d'une section o cocartesienne, on applique 
le foncteur "image directe" que nous appelons v ? *( cr ) (dans la notation de j| la donnee de 
descente est F' et son image directe est R + (6'*)(F')). II s'agit de montrer que ip*ip*o est 
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equivalent a cr; ce qui se fait sur une page pour le cas des complexes dans |§ Vbis Prop. 
2.2.7. 

Cette methode serait aussi envisageable pour le cas "instable" pour peu qu'on dispose 
d'une theorie suffisante de la "tour de Postnikov". 

La majeure partie de || est consacree a la recherche de conditions garantissant que 
l'image inverse L + (# ) (que nous appelons L((p*)) est pleinement fidele. Notre lemme 



19. 1| est l'analogue de la remarque (|| Vbis Prop. 2.2.7). Ensuite (pour notre corollaire 



19.2| , dont la demonstration se trouve apres |19.1| ) nous avons utilise la condition |19.2| (ii) 



qui correspond a 1'effectivite des donnees de descente. Cela rend plus facile l'argument de 
notre |19.2| ; et on peut le faire parce que de toutes fagons nous avons besoin d'un argument 
specifique pour obtenir l'effectivite de |19.2j (ii). L'enonce de |19.2| est a comparer a l'enonce 
de @ Vbis Prop. 2.2.7. 

Regardons enfin les diverses hypotheses dans notre theoreme pL9 .4j . L'hypothese sur 
l'existence de suffisamment de sommes disjointes, est a rapprocher de |4j] Vbis 3.0.0. On 
peut comparer la condition (3) avec |4[] Vbis 3.2. Ici on peut remarquer que Saint-Donat 
utilise une famille quelconque de changements de base pour "tester", tandis que notre 
strategie est de tester avec le changement de base qu'on utilise pour la descente. 

La technique bisimpliciale de la demonstration de |19.4j s'apparente a la technique 
bisimpliciale pour la pleine fidelite de SGA 4 (f|] Vbis §2.3, voir aussi 3.3.1(a)). 

En somme, la strategie globale, qui consiste a descendre a en prenant y?*(o"), est 
commune, mais le probleme de prouver que cela repond bien a la question est pour nous 
plus complique car nous ne disposons pas d'argument de recurrence "a la Postnikov" . Cela 
necessite alors un argument specifique (preuve de |19.4j) ; et avec cela on peut contourner 
le probleme de la pleine fidelite de £(<£>*) ( |19.2| ). Naturellement, les arguments de ||] pour 
la pleine fidelite, se retrouvent dans notre argument specifique pour l'effectivite de |19.4. 
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20. Exemple: la descente pour les n-champs 



Le premier exemple d'application du theoreme |19.4| est la descente pour les n-champs, 
analogue du fait que le prechamp des faisceaux est un champ. Ce theoreme de descente est 
classique pour n = 1. Pour n = 2, il a ete enonce par Breen dans sans demonstration. 
Breen l'utilise pour donner l'une des deux directions de sa description des 2-champs en 
termes de cocycles. 

Theoreme 20.1 Le n + 1-prechamp de Segal nSe CHAMP (X) est un n + 1-champ de 
Segal (i.e. oo-champ) au-dessus de X . 

Ce theoreme signifie que les n-champs de Segal se recollent, i.e. notamment que les 
donnees de descente pour les n-champs de Segal, sont effectives. Cependant, comme 
nous n'avons pas une tres bonne description concrete de ce que c'est exactement qu'une 
donnee de descente (voir la fin de §5 pour le mieux qu'on puisse dire actuellement), nous 
ne pouvons pas donner une description entierement en termes de cocycles, a la Breen [ 18| , 
de ce que veut dire cette effectivite des donnees de descente. 



Preuve utilisant le theoreme 19.4 



Supposons que X admet des produits fibres et a suffisamment de sommes disjointes com- 
patibles aux produits fibres. Dans ce cas, on peut deduire le present theoreme [20. f 



directement du theoreme |19.4[ En effet, on peut verifier que la famille des cmf 

X ^ nSePCh(X/X) 

est un prefaisceau de Quillen a gauche, avec compatibilite aux produits directs. L'adjoint 
de la restriction pour s : Y — > X et A e nSePCh(X /Y) est defini par 

s*{A){U -> X) := A(Y x x U^ Y). 

La restriction preserve evidemment les cofibrations et les cofibrations triviales, et la com- 
patibilite aux produits directs (i.e. la condition (3) de |19.4j ) resulte d'un calcul facile. 



Pour la condition (2), il suffit d'observer que si % : U X est une composante d'une 
somme disjointe, et si A est n'importe quel type de prefaisceau sur U alors on a i*i*A = A. 

La condition (1) est une consequence immediate du caractere local de la notion de 
^-equivalence faible entre n-prechamps de Segal. 

Les categories de modeles fibres admettent des limites et colimites arbitraires, et des 
factorisations fonctorielles. Pour les structures de type (II), voir le theoreme 17.1 ; on ren- 



voie comme d'habitude a [B3J pour la technique necessaire pour donner une demonstration 
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rigoureuse de la premiere partie de l'hypothese de |17.1| (II) . On obtient ainsi la condition 



(0) du theoreme [19.4 . 

II faut verifier la condition (4) (ajoutee dans version 2 du papier) du theoreme 19. 1 . 
Soit done / : X — > Y un morphisme dans X . II s'agit de voir que 

/* : L{nSePCh,W)(Y) -> L(nSePCh, W) (X) 

preserve les limites (homotopiques). Ici /* est juste la restriction k X/X des n-champs 
de Segal sur X jY . Les limites des n-champs de Segal se calculent objet-par-objet, done 
la restriction preserve ces limites. Le fait que les limites se calculent objet-par-objet, est 



une generalisation du lemme |9.5| qui concerne le cas du produit fibre. Pour le cas general 
on peut utiliser la commutation des limites ( ||116| , [|9~5fl 3.4.11) ainsi que le critere |14.4 
(c) pour voir qu'une limite (en tant que prechamp) de champs est encore un champ. Les 
limites de prechamps se calculent objet-par-objet d'apres f95j 3.4.4. 

II ne restera plus qu'a verifier l'hypothese (5) de |19.4| (nouveau dans v3) pour prouver 
que L(nSePCh, W) est un 1-champ de Segal. On fera cela en meme temps que la preuve 
par le critere |10.2| que nSe CHAMP est un champ 



Rappelons que par |ll.ll| , L(nSePCh,W) est equivalent (pour la topologie grossiere) 
a l'interieur 1-groupique 



■int.l 



L(nSePCh, W) nSe CHAMP 

La partie (a) du critere |10.2| pour nSe CHAMP est automatique car, par definition, les 
objets de nSe CHAMP (X) sont les n-champs de Segal ^-fibrants, et si A et B sont 
^-fibrants sur X/X alors 

nSe CHAMP ^, (A. B) := Hom (A, B) 

est fibrant — en particulier e'est un champ. II s'ensuit que l'interieur 0-groupique de 
nSe CHAMP x i (A B) est un champ. L'objet des morphismes dans l'interieur 1-groupique 
est aussi l'interieur 0-groupique de objet des morphismes, done on obtient que l'interieur 
1-groupique nSe C HAMP ™*' 1 (equivalent a L(nSePCh,W)) satisfait la partie (a) du 
critere |10.2j . Or cette condition est exactement la condition (5) du theoreme |19.4 . 



On a done fini de verifier les hypotheses de |19.4| , et d'apres ce theoreme, le localise 
L(nSePCh,W) est un 1-champ de Segal. Par ce resultat, on obtient la partie (b) du 
critere de |10.2| (voir aussi 10. 6| ) pour nSe CHAMP . 

La proposition |10.2| s'applique maintenant pour conclure que nSe CHAMP est un 



n 



1-champ de Segal. 



□ 
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Preuve directe 



On donne maintenant une preuve directe du theoreme [20 qui n'utilise pas le theoreme 



19.4| . Cette demonstration semble donner plus d'indications que la premiere sur la maniere 
dont les n-champs de Segal se recollent. De plus, elle s'applique sans autre hypothese sur 
X et s'adapte mutatis mutandis au cas des n-champs non de Segal. 

Pour la suite on fixera un site X qu'on ne mentionnera plus dans les notations. En 
cas de besoin on notera Q la topologie sur X (par opposition a la topologie grossiere). 

On utilisera la construction T (ou ses variantes T fc ) de P5fl . Elle se generalise imme- 
diatement aux n-precats de Segal et, par fonctorialite, aux prefaisceaux de n-precats de 
Segal, i.e. aux n-prechamps de Segal, en conservant ses proprietes universelles, dont on 
aura quelquefois besoin. 

Notons 

nSe CHAMP -> nSe CHAMP ' -> nSe CHAMP " 

deux cofibrations: la premiere est une cofibration triviale pour la topologie grossiere 
(en particulier une equivalence objet-par-objet) vers un modele fibrant pour la topologie 
grossiere; la deuxieme est une cofibration triviale pour la topologie Q vers un modele 
fibrant pour la topologie Q. Leur compose est egalement une cofibration triviale pour la 
topologie Q vers un modele fibrant pour la topologie Q. 

Par construction les nSe CHAMP (X) sont deja des n + 1-categories de Segal. La 
condition que nSe CHAMP soit un n + 1-champ de Segal est done equivalente a la 
condition que le morphisme 

nSeCHAMP' -> nSeCHAMP" 



soit une equivalence pour la topologie grossiere, i.e. une equivalence objet-par-objet. 
On va utiliser le critere |10.2| . Pour A et B dans nSe CHAMP (X) on a par construction 

nSe CHAMP (X) lf (A, B) = Hom (A, B). 

En particulier, comme A et B sont cofibrants et fibrants (par la definition meme de 
nSe CHAMP ) ceci est un n-champ de Segal. La premiere hypothese de |K3.2j est done 
verifiee. 

II s'ensuit que, pour tout X, le morphisme 

nSeCHAMP (X) -> nSe CHAMP "(X) 
est pleinement fidele. En effet, le morphisme 

nSeCHAMP -> nSeCHAMP" 
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est une (/-equivalence faible de n + 1-prechamps de Segal dont les valeurs sont des n + 1- 
categories de Segal; par definition pour tout X et tous A,B e nSe CH AMP ' (X) n , le 
morphisme 

nSe CHAMP. i/(A, B) -> nSe CHAMP '[,(A, B) 
est une equivalence faible de n-prechamps de Segal dont la source et le but sont deja des 



n-champs de Segal; par 9.1 c'est une equivalence faible pour la topologie grossiere. Ce 



resultat admet la generalisation suivante: 

Lemme 20.2 Si A est un n+l-prechamp de Segal alors le morphisme de n + l-prechamps 
de Segal sur X 

Hom (A, nSe CHAMP ') -> Hom (A, nSe CHAMP ") 
est pleinement fidele pour la topologie grossiere. 

Preuve: Soit Z le sous-prechamp plein de nSe CHAMP " constitue avec les objets qui 
sont dans l'image de nSe CHAMP ' . Alors le morphisme nSe CHAMP ' — > Z est une 
equivalence faible pour la topologie grossiere. Done il en est de meme du morphisme 

Hom (A, nSe CHAMP ') -> Hom (A. Z). 

Mais le morphisme 

Hom(A, Z) -> Hom(A, nSe CHAMP ") 

est pleinement fidele pour la topologie grossiere: si a, b sont deux objets de Hom (A, Z)(X) 
alors un morphisme 

U -> Hom U, Z\i(a, b) 

correspond a un morphisme 

A x T(C7) -> Z 

qui donne a (resp. b) sur A x (resp. A x 1); comme tous les objets de A x T(Z7) sont 
soit dans A x soit dans A x 1, ceci correspond encore a un morphisme 

A x Y(£7) — > nSe CHAMP " 

qui donne a (resp. 6) sur A x (resp. A x 1), autrement dit a un morphisme 

U -> Hom (A, nSe CHAMP ") y (a, 6) . 

En fait, on a l'egalite 

Hom U, Z) y (a, 6) = Hom(A, nSe CHAMP ") v (a, 6) . 
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Par composition, on obtient que 

Hom iA, nSe CHAMP ') -> Hom (A. nSe CHAMP ") 
est pleinement fidele pour la topologie grossiere. □ 



On poursuit la demonstration du theoreme [20.1| . Au vu du critere de la proposition 
|10.2| , il s'agit maintenant de prouver que pour tout crible couvrant B C X/X, tout 
morphisme 

f :* B ^ nSe CHAMP '\y /y 

s'etend en un morphisme defini sur *x- Comme la formation de nSe CHAMP est com- 
patible aux changements de base, et comme le remplacement fibrant pour la topologie 
grossiere peut aussi etre choisi compatible aux restrictions (lemme 11), on peut se placer 



dorenavant sur le site X/X et supprimer dans nos notations la reference a la "restriction 
hX/X". 
Soit 

E := Hom(* B , nSeCHAMP!) i/(*, /)• 

Ici Horn est le Horn interne des n + 1-prechamps de Segal sur X/X. En particulier, E 
est un n-prechamp de Segal sur X/X. 
Le morphisme 

Hom(*B, nSe CHAMP '), /(*, /) -> Hom(* B , nSe CHAMP ")i/(*, f) 

est une equivalence faible de n-prechamps pour la topologie grossiere sur X/X d'apres 
le lemme [20.2 . Comme le but de ce morphisme est ^-fibrant, c'est un n-champ de Segal 



done sa source — qui est E — est egalement un n-champ de Segal. Ce dernier etant aussi 
fibrant pour la topologie grossiere, on obtient que E est (/-fibrant par |9l| 

L'idee de la demonstration est que E resout le probleme de descente qui est pose. II 
faut encore un peu de technique pour obtenir un morphisme entre / et le morphisme 
constant cst(E), et achever la preuve du theoreme. 

On definit d'abord un n + 1-prechamp de Segal T(E) en appliquant la definition de 
P5fl objet-par-objet, i.e. 

T(E)(Y) := T(E(Y)) 

(l'extension des constructions de |95[] objet-par-objet sera utilisee ci-dessous sans autre 
commentaire). 

Par la propriete universelle qui definit T on obtient un morphisme 

T(E) -> Hom (*K. nSe CHAMP ') 

ou encore 

h : * B x T(E) -> nSe CHAMP '. 
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On a 

h\* B xo — * 

et 

h\* B xi = /■ 

On utilise maintenant les proprietes d'extension de morphismes dermis sur des parties 
de T k — on renvoie a |95|] pour les details — , en notant qu'elles s'etendent au cadre des 
prechamps. Rappelons les notations 01, 12 et 02 pour les copies de T(A), T(B) et 
T(A x B) respectivement dans T 2 (A,B). 

Par l'analogue de |)5[ 4.3.5, il existe un morphisme 



h 2 : * B x T 2 (£,*) 



avec 

h 2 



01 



et 

h 2 \ 02 = h. 

On rappelle que dans les notations de p5[] 1e est une application 



T(E) nSe CHAMP ' 

qui induit * sur le premier sommet 0; et qui induit le morphisme constant 

cst(E) : * -> nSe CHAMP ' 

a valeur E, sur le deuxieme sommet 1. 

La restriction de h a l'arete 12 fournit done un morphisme 

g:* B xI^ nSe CHAMP 1 , 

ou nous avons note I la 1-categorie avec deux objets et une fleche, qui est aussi egale a 
T(*). Les objets de I seront appeles et 1 bien que cette notation soit incompatible avec 
la notation pour les sommets de T 2 (E, *) (l'objet de / correspondant au sommet 1, et 
l'objet 1 de J correspondant au sommet 2). 

L'image du premier objet de I (done l'image du sommet 1 de T 2 ) est l'application 
constante cst(E) composee avec la projection * s — > *. L'image du deuxieme objet 1 de J 
est l'application /. 

Noua affirmons que g s'etend en un morphisme 

g:* B xl^ nSe CHAMP ' 
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ou / est la 1-categorie avec deux objets 0, 1 et un isomorphisme entre eux (on a I C I). 
On observe d'abord la propriete suivante: 

(*) pour tout Y e B, le morphisme induit par g 

E(Y) - /y(* fl (y)) 

est une equivalence faible de n + 1-precats de Segal. 
En effet, on a 

g(y) = rHom(*B\x/Y,nSe CHAMP! \x/Y)i/(*, f), 
mais aussi *b\x/y = *.v/y et done 

E(Y) = T(y/Y, nSe CHAMP ')^*, f\ x/Y ) 

= nSeCHAMP(Y) y (*,M* B (Y))) = f Y (* B (Y)). 

Notons C le resultat obtenu a partir de * B x /, en ajoutant librement au-dessus de 
chaque objet de B, une cellule correspondant a la cofibration I •—>■ I. On a un morphisme 
de C vers * B x I. Ce morphisme est une equivalence, car par [95| 2.5.1, le fait de faire 
(pour inverser la meme fleche) plusieurs fois le coproduit avec la cofibration / — > / a le 
meme effet que de le faire une seule fois. Maintenant, l'enonce (*) ci-dessus implique 
que g s'etend en un morphisme C nSe CHAMP ' . Par les arguments habituels, cela 
implique que g s'etend en ~g comme annonce. 

Grace a ce resultat, on peut poser 

V := (* B x 7) U* 8X0 * X . 
L'application V — > *x est une equivalence faible pour la topologie grossiere. L'application 

cst(E) : * x -> nSe CHAMP ' 



se recolle avec l'application 

car on a, par construction, 
On obtient une application 



g:* B * I -> nSe CHAMP ' 

g\* B xG = CSt(E). 

V -> nSeCHAMP' 



dont la restriction sur * B x 1 est egale a /. Soit 

v -> y -»■ * x 
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une factorisation avec comme premier morphisme une cofibration triviale et comme deux- 
ieme morphisme une fibration triviale (le tout pour la topologie grossiere). L'application 
ci-dessus s'etend en une application 

a : V -> nSe CHAMP ' 

dont la restriction a % x 1 c V C V est encore egale a /. Considerons le diagramme 

* B - V 

i i 
*x = *x- 

La fleche du haut est l'inclusion 

i '■ *b = *B x 1 C V C V. 

On peut ecrire a o i — f. La fleche de droite est une fibration triviale pour la topologie 
grossiere, en particulier elle possede la propriete de relevement pour toute cofibration. 
Done il existe un relevement j *x ~* V egal a i sur *q. Le morphisme 

aoj:* x ^ nSe CHAMP ' 

est l'extension de / que nous recherchons, ce qui complete la demonstration du theoreme 



20.1. □ 



Corollaire 20.3 Les prefaisceaux de categories simpliciales X \— > L(nSePCh(X / X)) 
sont des 1-champs de Segal. En particulier le prefaisceau de categories simpliciales 

X ^ L(PrefSpl{X/X), W music ) 

est un 1- champ de Segal. 



Preuve: Par le theoreme |20.1| , nSe CHAMP est un n + 1-champ de Segal. Done (cf §10) 



son interieur 1-groupique est un 1-champ de Segal. On applique |11.11| . □ 



Ce corollaire montre que les donnees de descente homotopiques pour les prefaisceaux 
simpliciaux ou n-prechamps de Segal, sont effectives, a equivalence pres. 

Soit nSeChamp(X) la 1-categorie stricte des prefaisceaux de n-categories de Segal 
qui sont des n-champs de Segal sur X . Ici, la notion de ^-equivalence coincide avec celle 
d'equivalence objet-par-objet. On obtient que pour L(nSeChamp(X)) les donnees de de- 
scente sont effectives, ce qui veut dire que les n-champs de Segal se recollent, a equivalence 
objet-par-objet pres. Cet enonce est l'analogue du resultat classique de recollement des 
faisceaux. 
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Enonces pour les n-champs (non de Segal) 

Pour l'essentiel, tous les enonces du present travail, sauf ceux concernant directement 
les localisees de Dwyer-Kan, sont aussi valables pour les n-categories, n-champs etc., non 
de Segal. Sans entrer dans les details, nous indiquons ici les faits principaux (entre autres, 
pour justifier le titre choisi!). 

D'abord, la categorie nPC des n-precats remplace nSePC, celle des n-precats de 
Segal, et on dispose de l'operation Cat (analogue a SeCat), et la notion de ra-categorie a 
la meme definition — tout cela se trouve dans |)8] et [p^j . Un n-prechamp sur X est un 
prefaisceau sur X a valeurs dans nPC\ on note nPCh(X) la categorie des n-prechamps. 

Les categories nPC et nPCh(X) ont des structures de cmf analogues a celles de O] 



et pTT] , et nPCh(X) a egalement la structure de type HBKQ de pX 

On dit (de la meme fagon qu'au §9) qu'un n-prechamp A est un n-champ si le mor- 

phisme A — > A' de remplacement fibrant pour la topologie Q, est une equivalence objet- 

par-objet. Les proprietes du §9 et l'autre definition du §10 s'adaptent mutatis mutandis. 
Les cmf nPC et nPCh(X) sont internes (§11; pour nPC c'est dans 0), ce qui permet 

de definir les n + 1-categories 

nCAT et nCHAMP(X) 

ainsi que le n + 1-champ n CHAMP (X). 

On definit une famille universelle et un morphisme $ comme au §12. Le theoreme 



12. 1| prend la forme suivante. 



Theoreme 20.4 Soit nCAT' un remplacement fibrant de nCAT. Si la topologie de X est 
grossiere alors nCHAMP(X) est equivalent via $ a la n + 1- categorie Hom(X°,nC AT'). 

Si X est muni d'une topologie quelconque Q alors nCHAMP(X) est equivalente a la 
sous- categorie pleine de Hom (X°. nCAT') formee des morphismes F : X° — > nCAT' qui 
satisfont a la condition de descente (fffij 6.3) qui dit que la fleche 

\imF\x/x \imF\j3 

est une equivalence pour tout crible B C X / X de Q . 

□ 

On a un foncteur "champ associe" entre n + 1-categories 

ch : nCHAMP{X^°) -> nCHAMP(X g ) 

avec transformation naturelle F — > ch(F), et (theoreme |13.4| ) cette transformation na- 
turelle fait de ce foncteur l'adjoint homotopique de l'inclusion 

nCHAMP{X G ) C nCHAMP(X^°). 

Enfin, le theoreme principal du present chapitre |20.1| devient: 
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Theoreme 20.5 Le n + 1-prechamp n CHAMP (X) est un n + l-champ au-dessus de X . 



La preuve directe s'adapte mutatis mutandis. Si on veut obtenir une preuve par 



application de 19.4, il faut observer le fait suivant: 



Proposition 20.6 La n + l-categorie nCAT, consideree par induction comme une n+l- 
categorie de Segal, est equivalente a la sous-n + 1-categorie de Segal pleine de nSeCAT 
formee des objets qui sont n-tronques. 

La n + 1-categorie nCHAMP(X), consideree de la meme fagon comme une n + l- 
categorie de Segal, est equivalente a la sous-n+l-categorie de Segal pleine denSeCHAMP 
formee par les n-champs de Segal qui sont n-tronques objet-par-objet au-dessus de X . 

Le n + l-prechamp n CHAMP (X), considere par induction comme un n + l-prechamp 
de Segal, est equivalent au sous-prechamp de Segal plein de nSe C HAMP (X) forme des 
objets dont les valeurs (sur tout X e X) sont des n-champs de Segal (sur X/X) qui sont 
n-tronques objet-par-objet. 

□ 

On peut alors appliquer |10.15[ □ 
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21. Exemple: la descente pour les complexes 



Quand on parle des champs, l'exemple des complexes a toujours ete present aussi bien 
en geometrie algebrique qu'en topologie algebrique (voir [|J, |TIJ, EIL |B3], p2"| , |102| , 



14fl , [p8| , |60| par exemple). C'est d'ailleurs cet exemple des complexes qui nous a entraine 
dans ce travail, et qui nous a guide notamment dans la formulation et demonstration des 
resultats des §17-§18-§19. 

Soit X un site muni d'un faisceau d'anneaux O. On suppose que X admet des produits 
fibres et a suffisamment de sommes disjointes compatibles aux produits fibres. Pour 
X e X, soit Cpxo(X) la categorie des complexes de faisceaux de (9-modules sur X/X. 
Soit 

qis(X) C Cpxo(X) 

la sous-categorie des fleches qui sont des quasi-isomorphismes. 

Notons CpxQ°°\x) la sous-categorie des complexes concentres en degres > 0. D'apres 
Quillen g, Cpx%°°\X) a une structure de categorie de modeles fermee ou les equiva- 
lences faibles sont les quasi-isomorphismes et les cofibrations sont les injections. 

Recemment Hinich ]5£| et Hovey |6(| ont muni la categorie Cpxo(X) de tous les com- 



plexes (non-necessairement bornes) d'une structure de cmf dont les equivalences faibles 
sont les quasi-isomorphismes et les cofibrations sont les injections. 

En fait, Quillen aussi bien que Hinich (et Hovey dans une version precedente de fl60|j ) 
travaillent dans la situation duale, i.e. ou les fibrations sont les surjections; on doit done 
appliquer leurs constructions a la categorie abelienne duale de celle des C-modules. Cette 
dualite pourrait event uellement poser des problemes de nature ensembliste. Hovey y fait 
allusion dans son livre IBOI, et attribue a Grodal la construction ou les cofibrations sont 



les injections. Dans la version la plus recente de f60fl , Hovey donne la construction de 



cette cmf qu'il appelle la "structure injective de cmf pour les complexes", et il prouve 
qu'elle est engendree par cofibrations (|6(J Def. 2.3.13). Le lecteur pourra aussi retrouver 
ce resultat en appliquant le critere |0] a la categorie Cpxo(X) avec W = qis(X) et cof 
les injections terme-a-terme de complexes. On verifie les proprietes (4) et (5) de |2.5| en 
utilisant encore la technique de Jardine (les autres proprietes sont faciles). 

On a done bien une cmf Cpxo(X) engendree par cofibrations, et on verifie que le 
foncteur 

X ^ Cpxo(X) 

est un prefaisceau de Quillen a gauche sur X. 

On voudrait appliquer |19.4j pour obtenir que ce prefaisceau est un champ. Mal- 



heureusement, dans la presente version v3 nous ne pouvons pas faire cela car nous ne 
savons pas calculer directement les prefaisceaux simpliciaux de morphismes pour les com- 
plexes non-bornes. 
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Nous nous restreignons done au cas des complexes bornes inferieurement (on retire 
done notre l'enonce pour les complexes non-bornes). 

Soit Cpx { a'°°\x) la sous-categorie des complexes concentres cohomologiquement en 
deeres > 0. Par p| L(Cpxp°°\x)) C L{Cpx {X)) est une sous-categorie simpliciale 
pleine. La descente preserve la condition de troncation cohomologique. Un argument a 
base de troncation de complexes montre que 

L(C P 4'°°\X)) - L(Cpx$>°°\x)) 

est une equivalence. On peut munir CpxQ CO \x) d'une structure de cmf engendree par 
cofibrations (e'est plus facile que le resultat de Hovey mentionne ci-dessus pour les com- 
plexes non-bornes). 



Maintenant on applique le theorme |19.4| pour obtenir le corollaire suivant, que le 
localise L^Cpx^' 00 ^) est un 1-champ de Segal. 

II est a noter que ce corollaire est essentiellement la "descente cohomologique" des 
complexes de SGA 4 || expose Vbis, mais avec un volet supplement aire "strictification 
des donnees de descente" (voir §18) qui n'apparait pas dans SGA 4. Pour ce corollaire, 



on pourrait probablement remplacer la partie de la demonstration de |19.4| qui se trouve 
au §19, par les arguments de f|. 

Corollaire 21.1 Supposons que X admet des produits fibres et suffisamment de sommes 
disjointes. Alors le prefaisceau de categories simpliciales 



L(Cpxg ,oo) ) := [X ^ L{Cpx$°°\X),qis(X)) 



est un 1-champ de Segal sur X qu'on appelle le 1-champ de Segal de modules des complexes 
sur(X,0). 

Preuve: Appliquer |19.4j . La compatibilite (3) avec les produits est immediate, de meme 
que la compatibilite (2) avec les sommes disjointes. La condition (1) est consequence du 
caractere local de la notion de quasi-isomorphisme. Pour la condition (0) on applique le 
theoreme |17.1| (II), en disant comme d'habitude que la verification de la premiere partie de 
rirypothese (celle qui correspond aux conditions (4) et (5) de |2.5| ) fait appel aux techniques 
de@. 

Pour la condition (4) (ajoutee dans la version 2 du papier) on va prouver que si 
/ : X — > Y est un morphisme dans X alors le foncteur de restriction /* des complexes, 
qui est de Quillen a gauche, est aussi de Quillen a droite. Cette assertion implique 
immediatement la compatibilite aux limites voulue. Pour prouver que /* est de Quillen 
a droite on construit son adjoint a gauche f\ par analogie avec la construction de §4. 
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Comme il s'agit de complexes et non de n-categories, on remplace la reunion disjointe par 
la somme directe. Pour un complexe C" de faisceaux de (9-modules sur X/X, on pose: 

Ao(C)(Z):= C\Z). 

Ensuite on pose f\{C') egale au faisceau associe a f\ t o(C'). (Si les objets representables 
sont des faisceaux sur X cet etape n'est pas necessaire car fi t o(C') est deja un complexe 
de faisceaux.) 

Ce foncteur /; est l'adjoint a gauche de /* et le seul probleme est de prouver qu'il 
preserve les cofibrations (resp. les cofibrations triviales). La preservation des cofibrations 
est immediate car les cofibrations sont juste les injections (le foncteur preserve les 
injections trivialement et le foncteur "faisceau associe" envoi les injections de prefaisceaux 
sur des injections de faisceaux). 

Pour les cofibrations triviales il suffit de prouver que le foncteur f\ preserve les quasi- 
isomorphismes. On observe que le foncteur /i i0 preserve la structure exacte des complexes 
de prefaisceaux, et done que les faisceaux de cohomologie de fi(C') sont les faisceaux as- 
socies aux images par /i )0 des prefaisceaux de cohomologie de C'. En utilisant la structure 
exacte il suffit de prouver que si A est un prefaisceau sur X/X dont le faisceau associe 
est alors il en est de meme de f\ t0 (A). L'hypothese sur A veut dire que toute section se 
trivialise sur un recouvrement. Une section a de fifi(A) est une somme finie de sections 
de A, done on peut prendre un rafnnement commun des recouvrements qui trivialisent 
ces composantes, pour trivialiser a. Ceci complete la demonstration de la condition (4), 
ce qui permet d'appliquer |19.4 . 

On s'attaque maintenant a la verification de la condition (5) de |19.4| . On commence 
par identifier les prefaisceaux simpliciaux de morphismes dans L(Cpxo'°°^). Soit DP la 
construction de Dold-Puppe (|27j cf fl62~l ) qui transforme un prefaisceau de complexes 
de groupes abeliens en un prefaisceau de groupes abeliens simpliciaux; et notons r-°C 
la troncation "intelligente" (i.e. celle qui preserve la cohomologie) en degres < d'un 
complexe C. Pour U, V G ObCpxo°°\X), on a 

L(Cpa;g' oo) )i/(f/, V) = DP(r^ R Hom (U,V)) 

ou pour Y G X/X, 

RHom(U,V)(Y) := Hom (U\ x/Y ,V'\ x/Y ) 

designe le prefaisceau Horn interne avec V — > V un quasi-isomorphisme vers un complexe 
de faisceaux injectifs. Plus generalement si T est une categorie abelienne avec suffisam- 
ment d'injectifs, si Cpx^^{T) est la categorie des complexes en degres > d'objets de 
J 7 , alors on obtient la categorie simpliciale L(Cpx[ ' oo )(^ r ), qis). On a la meme formule 

L(Cj9x [0 ' oo) (J !r ),gzs) 1/ (f/,y) ^ DP(r-°RHom(U,V)). 
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En particulier, L(Cpa;[ ' oo ^ ) (jF), qis) est tres proche de la categorie differentielle graduee 
des complexes consideree par Bondal-Kapranov |14[. D 'autre part la troncation 

T< 2 L{Cpx^\F) iq is), 

qui peut etre choisie comme une 2-categorie stricte, est celle qui a ete consideree par 
Gabriel-Zisman . 



Revenons a nos complexes de faisceaux. On va prouver directement la condition (5) 
de p.9.4) (autrement dit la partie (a) du critere |10.2| ) a savoir que 



est un champ. Soit 

/■ := R Hom (U, V) := Hom (U, V); 

c'est un complexe de faisceaux de groupes abeliens acycliques. Pour tout k > on definit 
le tronque U< k du complexe U (cette troncation preserve les cohomologies) . Ce tronque 
est un sous-complexe de U et U est la colimite des U< k . Les morphismes dans le systeme 
sont des injections i.e. cofibrations de complexes, done la colimite est une hocolim. On 
pose 

r k :=Hom(U< k ,V). 

Alors I k est un complexe concentre en degres > — k et dont les composantes sont des 
faisceaux de groupes abeliens acycliques. 

II s'ensuit que DP(r-°r k ) admet un devissage (fini) par produits fibres homotopiques 
successifs avec des prefaisceaux simpliciaux de la forme DP(P[j}) = K(P,j), ou les I k 
sont acycliques; ces derniers sont des champs d'apres |63]] |I9| et au depart (j = 0) on 
a K{kei{I k — > I k ),0) qui est un faisceau d'ensembles, done un champ. En appliquant le 
lemme |9.5| on obtient que DP(r-°I k ) est un champ. 

D'autre part, P = \im^ k I k . On obtient que 

DP(t^°P) = UmDP(T^°P k ) 

*—,k 

et cette limite est une limite homotopique objet-par-objet au-dessus de X: les mor- 
phismes de transition sont des surjections de groupes abeliens simpliciaux (sauf en degre 
zero). Autrement dit les morphismes dans le systeme inverse sont des fibrations HBKQ de 
prefaisceaux simpliciaux. Si l'on remplace ce systeme inverse par un systeme, equivalent 
objet-par-objet, note {A k }, et dont les objets sont fibrants et les morphismes de transition 
des fibrations pour la structure de Jardine, alors pour tout objet X de X on aura 

DP{t-°P){X) = UmDP{T^°P k ){X) = UmA k {X). 
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D'autre part chaque est un champ pour la topologie Q du site X, done d'apres les 
lemmes |9.2| et |9.3| les sont (?-fibrants et les morphismes de transition sont des Q- 
fibrations. Done la limite lim^ ^ A^ est un champ, ce qui prouve que 

L(Cpx% oo) ) 1/ (U,V) = DP(T^r) 

est un champ. Ceci termine la verification de la condition (5) du theoreme |19.4| qui 
permet de conclure que L(CpxQ ,0 °') est un 1-champ de Segal. □ 

On conjecture bien evidemment que l'hypothese sur le site X n'est pas necessaire. 
D'autre part, l'affaiblissement (dans v3) de ce corollaire du a l'erreur dans le lemme |6.2| 
nous pousse a poser la question suivante: 

—Question: Le 1-prechamp de Segal localise de Dwyer-Kan des complexes non-bornes 
par rapport aux quasi-isomorphismes L(Cpxo) est-il un champ? 

On passe maintenant au cas des complexes bornes des deux cotes. 

Pour < a < oo on note CpxQ' a \x) (resp. CpxQ a \x)) la sous-categorie des com- 
plexes a cohomologie nulle en degre > a (resp. a composantes nulles en degre > a). En 
utilisant la propriete |0] on obtient que 

L(Cpx$ a} (X),qis(X)) -> L(Cpx [ a' °\x),qts(X)) 

est une sous-categorie simpliciale pleine, et avec un argument de troncation de complexes 
(utilisant par exemple |B.2|) on obtient que le morphisme 

L(Cpx [ o' a] (X) : qis(X)) -> L(Cpx% a \x),qis{X)) 

est une equivalence. On obtient une equivalence objet-par-objet entre prefaisceaux de 
categories simpliciales sur X 

L(Cpx [ °' a] )^L(Cpx [ °' a} ). 

Ce sont des sous-l-prechamps de Segal pleins de L(CpxQ °°- > ), en particulier la condition 
(a) de |10.2| est automatique; mais comme l'annulation de la cohomologie en degres > a 
est une propriete locale, la condition (b) de |10.2| est verifiee par L(Cpx^' a ^). On conclut 
que L(Cpx£,' a ^) est un 1-champ de Segal. 

Par translation, L{Cpx^ b ^) est un 1-champ de Segal. Pour n = b — a les champs 
de morphismes ici sont des prefaisceaux simpliciaux n-tronques. En particulier (cf les 
notations de §2), 

L(Cpx [ £ b] ) S &>in n o L(Cpx [ £ b] ), 

done par abus de notation on peut identifier LiCpx 1 ^) avec le n + 1-champ (non de 
Segal) 

T< n+l L(Cpx [ £ b] ) = n„ o L(Cpx [ £ b] ). 
Ce n+ 1-champ est 1-groupique (en effet il provient d'une 1-champ de Segal n+l-tronque). 
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Complexes parfaits 



Les references principaux sont SGA 6 (||12||), Illusie [B2| et Thomason-Trobaugh 102|| , 
mais il y a de nombreux autres travaux sur ce sujet. 

Soit CpxParf [a > b] (X) la cate gorie des complexes parfaits de tor-amplitude contenue 
dans l'intervalle [a, b], et soit W la sous-categorie des quasi-isomorphismes. D'apres la 
theorie de Dwyer-Kan [^] cf §8, on obtient des oo-categories LiCpxPar f^ a ' b ^ (X)) qui sont 
en fait des categories simpliciales strictes et que nous considerons comme 1-categories de 
Segal, mais qui sont d'autre part n + 1-tronques pour n = b — a et qu'on pourrait done 
considerer comme des n + 1-categories. Quand X varie ceci fournit un n + 1-prechamp 
v 4l a ' fe l au-dessus de X: 

A [a ' b] (X) := n n o L(CpxParf [a ' b] (X)). 
Comme corollaire de 2T7T] on a: 
Proposition 21.2 Le n + 1-prechamp A^'^ est un n + 1-champ (n = b — a). 

□ 

Soit CpxFib^ (X) la cate gorie des complexes de fibres (i.e. de faisceaux de (9-modules 
localement libres de rang fini) a support dans l'intervalle [a, b]. On definit un nouveau 
n + 1-prechamp L(CpxFib^ a ' b ^) en posant 

L{CpxFib [a ' b] ){X) := L{CpxFib [a ' b] {X)). 

Cen + 1-prechamp vient avec un morphisme 

L(CpxFib [aM ) -> A [aM = L(CpxParf [a ' b] ). 

On introduit la sous-categorie CpxProj^ a,b \X) C CpxFib^ a,b \X) des complexes de 
C(X)-modules projectifs. Notons qu'a tout complexes de C(X)-modules projectifs M on 
peut associer le complexe de faisceaux sur X jX 

M : Y — My : M ® 0(X ) 0(Y). 

Sur CpxProj^ a,b \X) , on dispose de la structure de cmf de Quillen, dans laquelle on a 

L(Cj9xProj M (X)) 1/ (f/, V) = DP(T^°R Hom (U, V)). 

II s'agit ici du H Hom des complexes de (9(X)-modules. En general, il differe du H Hom 
des faisceaux, i.e. la fleche 

RHom jU, V) -> RHom(U, V)(X) 
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n'est pas en general une equivalence. Ceci tient a la non-trivialite cohomologique de X 
(dans le site des schemas on pourrait se restreindre aux X affines et on n'aurait pas ce 
probleme). Cependant on peut voir (admettons qu'il faudrait fournir plus de details sur 
ce point, ce qui sera fait dans un travail ulterieur) que le morphisme de prechamps sur 
X/X: 

(Y ^ RHam 0(Y) (U Y , V Y j) -> R Hom (U, V) 
est une ^-equivalence faible. Or on a 

L(CpxParf [a " b] ) lf (U, V) = DPr^ KHom jU, V) 

et en particulier, ce dernier est un champ. Done e'est le champ associe au prechamp 

L(CpxProj [a %/(U, V) = (Yi-> RHom 0{Y) (U Y , V Y )) . 

Par le lemme |13.5| on conclut que le morphisme 

(chL(CpxProj [a ' b %/(U, V) -> L{CpxParf {a >\/{U,V) 

est une equivalence, i.e. que 

chL{CpxProj [aM ) -> L{CpxParf [aM ) 

est pleinement fidele. Le morphisme 

L(CpxProj [a ' b] ) -> L{CpxParf [aM ) 

est clairement ^-essentiellement surjectif, done on obtient que ce morphisme induit une 
equivalence 

chL (CpxProj [a ' b] ) 4. L(CpxParf [a ' h] ). 

II s'ensuit (en utilisant la suite d'inclusions CpxProj C CpxFib C CpxParf et le result at 
de la ligne precedente) que chL(CpxFib^ a ' b ^) se retracte sur chL (CpxProj^ a ' b ^). 

On voit d'autre part, a partir de la description de L(CpxFib^ a ' b ^)(X) par "hamacs" 
(Dwyer-Kan [P2"| , cf §8), que toute i-fleche dans cette n + 1-categorie provient localement 
(par rapport a la topologie Q) d'une z-fleche de L(CpxProj^ a ' b ^). Ceci implique que la 
retraction trouvee est une equivalence 

chL(CpxProj [a > b] ) S chL(CpxFib [a ' b] ). 

On a finalement obtenu la proposition suivante. 

Proposition 21.3 „4J a > 6 l = L(CpxParf^ a ' b ^) est le n + l-champ associe au n+l-prechamp 
L(CpxFib^). 
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□ 

On indique maintenant une demonstration alternative du resultat d'lllusie sur 
l'existence des puissances symetriques etc. des complexes parfaits. Cette demonstration 
donne vie a l'intuition selon laquelle "un complexe parfait etant localement un complexe 
de fibres vectoriels, il suffit de prendre la puissance symetrique de chacun de ces complexes 
de fibres et de les recoller" . 

Corollaire 21.4 Toute construction (telle la puissance symetrique) qui provient d'un 
foncteur ( naturel en X G X) 

CpxFib [aM (X) -> CpxFib [a '' b '\X) 

et qui est compatible aux equivalences faibles, s'etend en un morphisme de n + 1-champs 

L{CpxParf la ' b] ) -> L{CpxParf la '' b>] ). 

Ce morphisme se tronque par la suite en un morphisme entre les categories derivees 

v [ Ax)^v^\x). 

Preuve: Appliquer la propriete universelle du champ associe a un prechamp (voir §13) 
pour obtenir le morphisme entre les champs associes. En notant l'egalite 



*>£3W = ^ [L{CpxParf^){X) j 
on obtient le morphisme entre les categories derivees. □ 
On se tourne maintenant vers le cas du site X = Sch des schemas. On dispose alors 



d'une notion de n-champ localement geometrique de n-groupoides p3| , qui est 1 'analogue 
pour les n-champs de la notion de 1-champ algebrique d'Artin ||. La notion s'etend aux n- 
champs non necessairement de groupo'ides. Sans entrer dans les details de cette definition, 
on peut dire que si A est un n-champ (localement) geometrique alors son interieur A mt, ° 
est un n-champ de groupo'ides (localement) geometrique au sens de [Q. On enonce ici 
un resultat qui fera l'objet d'un autre travail. 

Theoreme 21.5 Sur le site des schemas, len+l-champ A^ 1 ^ est localement geometrique 
(n = b — a). II est couvert par les sous-champs ouverts A Sa, '"' Sb obtenus en imposant a la 
cohomologie en tout point la majoration h % < Sj/ ces sous-champs sont geometriques. 

En fait, le lecteur pourra peut-etre trouver la demonstration de ce theoreme en s'ap- 
puyant sur la "theorie homologique des perturbations" de Gugenheim et al. |5^] j53|. II 



242 



s'agit pour l'essentiel de prouver que le morphisme du schema evident de parametres pour 
un complexe de fibres triviaux (de rangs donnes) vers le champ A\ a,b ^ est lisse. 

Le 1-tronque r<iA^ a ' b ^ (dont les valeurs sont les 1-tronquees des n + 1-categories 
A^ a,b \X) est le prefaisceau de categories qui a X associe la categorie derivee des com- 
plexes parfaits d'amplitude contenue dans [a, b] . Ni le theoreme [21.2| ni le theoreme [21. 5| 



ne restent vrais pour ce tronque: ceci montre l'interet de "considerer les homotopies 
superieures" . 

On peut utiliser les L(Cpxo) et pour definir les notions de complexe, complexe 
parfait etc. sur des n-champs de Segal (en particulier, sur des 1-champs e.g. des 1-champs 
algebriques d'Artin). Si B est un n-champ de Segal, on dira qu'un complexe de O -modules 
sur B est un morphisme (vers le remplacement fibrant) 

B -> L(Cpxo)'. 

Un complexe parfait d'amplitude contenue dans [a,b] est un morphisme 

B _> (A [a ' b] y. 

Les resultats ci-dessus montrent que si B est le 0-champ represents par un objet du site 
(e.g. un schema), alors ces definitions coincident avec les definitions habituelles. 
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